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Dissertatsiya mavzusining dolzarbligi va zarurati. Global miqyosda olib 

borilgan ko‘plab ilmiy-amaliy tadqiqotlar differensial tenglamalar yoki differensial 

tenglamalar sistemasi uchun teskari masalalarni o‘rganishga olib keladi. Tabiiy  

fanlarda ba’zi jarayonlarni matematik modellashtirishda xotiraga ega deb ataladigan 

sistemalarga duch kelinadiki, ularning hatti-harakati jarayonning butun tarixiga 

bog‘liq va shuning uchun chiziqli bo‘lmagan integro-differensial tenglamalar bilan 

tavsiflanadi. Bunday jarayonlar sodir bo‘ladigan muhit keyingi ta’sirga ega yoki 

xotirali muhit deb ataladi. Elastik, elektromagnitik va akustik to‘lqinlarning 

tarqalishi masalalari bunday tenglamalarga olib keladi. Giperbolik tipdagi integro-

differensial tenglamalar uchun teskari masalalar matematik fizikaning teskari 

masalalari nazariyasida o‘tgan asrning 90-yillari boshida paydo bo‘lgan, nisbatan 

yangi va tez rivojlanayotgan muhim yo‘nalishlaridandir. Bunday masalalarni hal 

qilish usullari yetarlicha ishlab chiqilmaganligi sababli, ushbu yo‘nalishda 

tadqiqotlar olib borish  dolzarb hisoblanadi. 

Hozirgi kunda dunyoda ko‘plab mutaxassislar giperbolik va parabolik tipdagi 

integro-differensial tenglamalar uchun bir va ko‘p o‘zgaruvchili teskari masalalarni 

yechish bilan mashg‘ul. Shuni taʼkidlash joizki, bu masalalarning juda ko‘pchiligi 

fizik ma’noga ega bo‘lib, konkret jarayonlarni ifodalaydi. Integro-differensial 

tenglamalar uchun teskari masalalar integral operator yadrosini to‘lqin maydoni 

haqidagi biror bir qo‘shimcha maʼlumot asosida tadqiq etish jarayon yuz berayotgan 

muhit tuzilishi va xususiyatlarini o‘rganishda muhim rol o‘ynaydi. Qo‘shimcha 

maʼlumot sifatida odatda butun vaqt intervali uchun to‘g‘ri masala yechimining 

sohaning biror nuqtasidagi qiymati olinadi. Аmaliy masalalarda muhitning biror bir 

nuqtasi atrofida yoki muhit chegarasida berilgan delta–funksiya shaklidagi manbalar 

muhim rol o‘ynaydi. 

Mamlakatimizda fundamental fanlarning ilmiy va amaliy tatbiqqa ega bo‘lgan 

differensial tenglamalar va matematik fizikaning dolzarb yo‘nalishlariga eʼtibor 

kuchaytirildi, xususan, yopishqoq-elastik muhitlarda elektromagnitik hamda akustik 

to‘lqinlar tarqalish masalalariga eʼtibor qaratildi. Qaralayotgan muhitlarda 

yuqoridagi masalalarning lokal yoki global yechimlarini topish borasida salmoqli 

natijalarga erishildi. Аlgebra va matematik analiz, dinamik tizimlar nazariyasi, 

differensial tenglamalar va matematik fizika, ehtimollar nazariyasi va matematik 

statistika, amaliy matematika va matematik moddellashtirish fanlarining ustivor 

yo‘nalishlari bo‘yicha xalqaro standartlar darajasida ilmiy tadqiqotlar olib borish 

O‘zbekiston Respublikasi Fanlar Аkademiyasi V.I. Romanovskiy nomidagi 

Matematika institutining asosiy vazifalari va faoliyat yo‘nalishlari etib belgilandi1.  

Mazkur dissertatsiya ishining mavzusi va tadqiqot obyekti O‘zbekiston 

Respublikasi Prezidentining 2017-yil 7-fevraldagi “O‘zbekiston Respublikasini 

yanada rivojlantirish bo‘yicha Harakatlar strategiyasi to‘g‘risida”gi PF-4979-son 

Farmoni, 2019-yil 9-iyuldagi “Matematik ta’limi va fanlarini yanada rivojlantirishni 

davlat tomonidan qo‘llab-quvvatlash, shuningdek, Fanlar Akademiyasi V.I. 

                                                 
1 O‘zbekiston Respublikasi Prezidentining 2019-yil 9-iyuldagi “Matematika ta’limi va fanlarini yanada rivojlantirishni 

davlat tomonidan qo‘llab-quvvatlash shuningdek, O‘zbekiston Respublikasi Fanlar akademiyasining 

V.I.Romanovskiy nomidagi Matematika instituti faoliyatini tubdan takomillashtirish chora-tadbirlari to‘g‘risida”gi № 

PQ-4387-son qarori 
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Romanovskiy nomidagi Matematika instituti faoliyatini tubdan takomillashtirish 

chora-tadbirlari to‘g‘risida”gi PQ-4387-sonli va 2020-yil  

7-maydagi “Matematika sohasida ta’lim sifatini oshirish va ilmiy tadqiqotlarni 

rivojlantirish chora-tadbirlari to‘g‘risida”gi PQ-4708-sonli Qarorlari hamda mazkur 

faoliyatga tegishli boshqa normativ-huquqiy hujjatlarda belgilangan vazifalarni 

amalga oshirishga muayyan darajada xizmat qiladi. 

Tadqiqotning respublika fan va texnologiyalari rivojlanishining ustuvor 

yo‘nalishlariga muvofiqligi. Mazkur tadqiqot respublika fan va texnologiyalar 

rivojlanishining  IV. “Matematika, mexanika va informatika” ustuvor yo‘nalishi 

doirasida bajarildi. 

Dissertatsiya mavzusi bo‘yicha xorijiy ilmiy-tadqiqotlar sharhi. Integro-

differensial tenglamalar va tenglamalar sistemalari integral hadi yadrosini va 

koeffitsiyentlarini aniqlashga bag‘ishlangan  teskari masalalarni ilmiy tadqiq qilish 

va ularni shartli turg‘unlikka tekshirish jahonning yirik ilmiy markazlari va oliy 

ta’lim muassasalari, jumladan: Tallin texnologiyalar universiteti (Estoniya), Moskva 

davlat universiteti (Rossiya), Novosibirsk davlat universiteti (Rossiya), Sibir federal 

universiteti (Rossiya), Vladikavkaz ilmiy markazi (Rossiya), Rossiya Fanlar 

akademiyasining Sibir bo‘limi  Hisoblash matematikasi va matematik geofizika 

instituti (Rossiya), Rossiya Fanlar akademiyasi Sibir bo‘limining  

S.L. Sobolev nomidagi Matematika instituti (Rossiya), Wichita State University 

(AQSh), Yaqin Sharq universiteti (Turkiya), Myunxen texnika universiteti 

(Germaniya), Radboud universiteti (Niderlandiya), Frayberg texnika universiteti 

(Germaniya), Universite di Bolonya (Italiya), Alyaska universiteti (AQSh) va 

boshqa joylarda olib borilmoqda. 

So‘nggi yillarda dunyo miqyosida giperbolik tipdagi integro-differensial 

tenglamalar va tenglamalar sistemalari uchun bir o‘lchovli hamda ko‘p o‘lchovli 

teskari masalalar tadqiqi bo‘yicha bir qator natijalar qo‘lga kiritildi, xususan, 

quyidagi ilmiy natijalarga erishildi: chegaralangan sohalarda taqsimlangan manbali 

to‘lqin tarqalish jarayonlari uchun qovishqoq-elastiklik va termo qovishqoq-

elastiklik tenglamalarining yadrolarini aniqlash masalalari hal etildi (Tallin 

texnologiya universiteti); yarim fazoda jamlangan manbali to‘lqin tenglamasi uchun 

tenglamalar koeffitsiyentlari va maxsus ko‘rinishga ega ko‘p o‘lchovli yadrolarni 

aniqlash bo‘yicha teskari masalalar hal qilindi (Rossiya Fanlar akademiyasining 

Sibir bo‘limi S.L. Sobolev nomidagi Matematika instituti); statsionar elastiklik 

tenglamalari sistemasi uchun tarqalgan to‘lqindan foydalanib o‘zgarmas Lame 

koeffitsiyentlariga ega va fazoviy o‘zgaruvchilarga hamda chastotaga bog‘liq 

bo‘lgan o‘zgaruvchan matritsali koeffitsiyentlar qatnashgan yadro va 

koeffitsiyentlarni aniqlashning teskari masalalari o‘rganildi (Vichita davlat 

universiteti);  qovushqoqlik-elastiklik nazariyasi ko‘p o‘lchovli yadrolarini  aniqlash 

masalalari o‘rganildi (Vladikavkaz ilmiy markazi); Abel yadrolarining chiziqli 

kombinatsiyasini hosil qiluvchi  relaksatsiya yadrosini ikki chegaradagi o’lchashlar 

natijasiga ko‘ra aniqlashdan iborat  teskari masalasi hal qilindi (Alyaska 

universiteti). 
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Muammoning o‘rganilganlik darajasi.  Odatda teskari masalalar kuzatish 

natijalarining interpretatsiyasi sifatida paydo bo‘ladi. Giperbolik tipdagi tenglamalar 

uchun teskari masalalar matematik fizikaning nokorrekt masalalari jumlasidandir. 

Nokorrekt masalalarni yechishga umumiy yondashish А.N. Tixonov tomonidan 

ishlab chiqilgan hamda V.Y. Аrsenin, M.M. Lavrentev, V.А. Morozov va 

boshqalarning ishlarida rivojlantirilgan. Teskari masalalar va Volterra tenglamalari 

orasidagi bog‘lanishdan teskari masalalar nazariyasining ilk ishlaridayoq 

foydalanishgan. Bu sohadagi asosiy natijalar bilan V.G. Romanov, S.I. Kabanixin, 

V.G. Yaxno, А.L. Buxgeymlarning monografiyalarida tanishish mumkin. Ko‘p 

o‘zgaruvchili teskari masalalarni yechish usullari V.G. Romanov ishlarida bayon 

qilingan, xususan u analitik funksiyalar Banax fazosi shkalalari usulini ko‘p 

o‘zgaruvchili teskari masalalarni yechishga qo‘llagan. 

Integro-differensial tenglamalar uchun teskari masalalar nazariyasidagi ilk 

natijalar italiyalik matematik А. Lorensining ishlarida bayon qilingan. U giperbolik 

va parabolik tiplardagi integro-differensial tenglamalar uchun x fazoviy o‘zgaruvchi 

bo‘yicha cheksiz sohada taqsimlangan manbadan iborat boshlang‘ich berilganlar 

uchun teskari masalalarni tadqiq etgan. M. Grasseli, S.I. Kabanixin, А.L. Buxgeym, 

N.I. Kalininalar tomonidan x o‘zgaruvchi bo‘yicha chekli sohada taqsimlangan 

boshlang‘ich berilganlar bilan gipebolik va parabolik tiplardagi integro-differensial 

tenglamalar integral hadi bir o‘lchovli yadrosini aniqlash masalasi o‘rganilgan. Ya. 

Yanno va L. Volversdorflar tomonidan x o‘zgaruvchi bo‘yicha cheksiz sohada 

taqsimlangan boshlang‘ich berilganlar bilan yopishqoqlik-elastiklik tenglamasi 

tadqiq etilgan. V.G. Romanov tomonidan giperbolik hamda parabolik tipdagi 

integro-differensial tenglamalarning  ko‘p o‘lchovli yadrosi fazoviy qismini hamda 

tenglamadagi noma’lum koeffitsiyentlarini aniqlashdan iborat bo‘lgan teskari 

masalalar tadqiq etilgan.   

Sh.Yarmuxamedov giperbolik tipdagi tenglamalar uchun nokorrekt 

masalalarni tadqiq etgan. Parabolik va aralash tipdagi tenglamalar uchun nokorrekt 

chegaraviy masalalarni o‘rganish K.S. Fayazov tadqiqotlari predmeti bo‘lib xizmat 

qilmoqda. R.R. Аshurov va uning shogirdlari kasr tartibli hosila qatnashgan 

differensial tenglamalarda hosila tartibini aniqlash teskari masalalari bilan 

shug‘ullanishyapti. А.B. Xasanov va uning shogirdlari spektral teskari masalalarini 

yechish bilan shug‘ullanishmoqda. D.Q. Durdiyev va J.D. Totievalarning yaqinda 

chop qilingan monografiyasi xotiraga ega muhitlar uchun teskari masalalarni tadqiq 

etish sohasidagi soʻnggi fundamental ishlardan biri hisoblanadi. Ushbu kitobda 

xotirali muhitning ichki xususiyatlarini tafsiflashda yuzaga keladigan giperbolik 

integro-differensial tenglamalar uchun bir o‘lchovli va ko‘p o‘lchovli teskari 

dinamik masalalarning korrektligini tadqiq etish  natijalari bayon etilgan; izotrop va 

anizotrop muhitlar uchun  termoelastiklik va elektroelastiklik koeffitsiyentlari 

aniqlangan. Qo‘yilgan teskari masalalarning yagona yechimi  mavjudligi  haqidagi 

teoremalar isbotlangan va bu masalalar yechimlarining berilgan maʼlumotlarga 

uzluksiz bog‘liqligi uchun turg‘unlik baholari olingan. Bugungi kunda bu mavzu 

ko‘plab matematiklarning ilmiy qiziqishlari predmeti bo‘lib xizmat qilmoqda. 
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Dissertatsiya mavzusining dissertatsiya bajarilayotgan oliy taʼlim 

muassasasining ilmiy-tadqiqot ishlari bilan bog‘liqligi. Dissertatsiya tadqiqoti 

Matematika institutining OT-F4-88 «Ikkinchi va yuqori tartibli aralash tenglamalar 

uchun to‘g‘ri va teskari masalalar tadqiqi» mavzusidagi ilmiy tadqiqot loyihasi 

doirasida bajarilgan. 

Tadqiqotning maqsadi yopishqoq-elastik muhitlarda giperbolik tipdagi 

tenglamalar uchun teskari masalalarni yechish usullarini qurish hamda ushbu teskari 

masalalar uchun yechimlarning mavjud, yagona va turg‘unligini ko‘rsatishdan 

iborat. 

Tadqiqotning vazifalari:  
bir jinsli va bir jinsli bo‘lmagan integro-differensial to‘lqin tenglamasining 

xotira yadrosini aniqlash teskari masalalarining global yagona yechiluvchanligini va 

turg‘unligini tadqiq etish; 

yopishqoqlik-elastiklik nazariyasi integro-differensial tenglamasi hamda 

yopishqoqlikka ega akustika tenglamasi uchun  teskari masalalarning global yagona 

yechiluvchanligini tadqiq etish; 

turli chekli sohalarda bir jinsli bo‘lmagan integro-differensial tenglamalar 

uchun to‘g‘ri va integral hadining yadrosini aniqlashga doir teskari masalalarning 

bir qiymatli yechiluvchanligini tadqiq etish; 

integral had yadrosi fazoviy o‘zgaruvchiga kuchsiz bog‘liq bo‘lgan hollarda 

yopishqoqlik- elastiklik nazariyasi tenglamalari uchun ikki o‘lchovli teskari 

masalalarni tadqiq etish; 

taqsimlangan va umumlashgan boshlang‘ich manbalarga ega bo‘lgan 

yopishqoqlik-elastiklik tenglamalari uchun ko‘p o‘lchovli teskari masalalarning 

lokal bir qiymatli yechlishi va turg‘unligini  tadqiq etish. 

Tadqiqotning obyekti giperbolik tipdagi integro-differensial tenglamalar 

uchun bir va ko‘p o‘lchovli teskari masalalar, matematik fizika tenglamalari, integral 

va operatorli tenglamalar nazariyalari hisoblanadi. 

Tadqiqotning predmeti yopishqoqlik-elastiklik nazariyasi integro-

differensial tenglamalari uchun teskari masalalar. 

Tadqiqotning usullari. Dissertatsiya ishida matematik analiz usullari, 

differensial tenglamalar va matematik fizika masalalarini yechish usullari, 

funksional analiz hamda umumlashgan funksiyalar nazariyasi usullaridan 

foydalanilgan. 

Tadqiqotning ilmiy yangiligi quyidagilardan iborat: 

bir jinsli va bir jinsli bo‘lmagan integro-differensial to‘lqin tenglamasining 

xotira yadrosini aniqlash teskari masalalarining global yagona yechiluvchanligi 

isbotlangan va turg‘unlik baholari olingan; 

yopishqoqlik-elastiklik nazariyasi integro-differensial tenglamasi hamda 

yopishqoqlikka ega akustika tenglamasi uchun  teskari masalalarning global yagona 

yechiluvchanligi isbotlangan; 

turli chekli sohalarda bir jinsli bo‘lmagan integro-differensial tenglamalar 

uchun to‘g‘ri va integral hadining yadrosini aniqlashga doir teskari masalalarning 

bir qiymatli yechiluvchanligi isbotlangan; 
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integral had yadrosi fazoviy o‘zgaruvchilardan biriga kuchsiz bog‘liq bo‘lgan 

holda yopishqoqlik-elastiklik tenglamalari uchun teskari masalalarning global bir 

qiymali yechlishi isbotlangan va shartli turg‘unlik baholari olingan; 

taqsimlangan va umumlashgan boshlang‘ich manbalarga ega bo‘lgan 

yopishqoqlik-elastiklik tenglamalari uchun ko‘p o‘lchovli teskari masalalarning 

lokal bir qiymatli yechlishi isbotlangan va shartli turg‘unlik baholari olingan. 

Tadqiqotning amaliy natijalari. Dissertatsiya ishida olingan  natijalar 

fundamental hisoblanadi. Olingan natijalardan hisoblash algoritmlari qurishda, 

geofizika va seysmorazvedkada muhitlarning xossalarini akustik to‘lqinlar 

yordamida tadqiq etishda foydalanish mumkin. 

Tadqiqot natijalarining ishonchliligi. Olingan natijalar va xulosalarning 

ishonchliligi matematik va funksional analiz, teskari masalalar nazariyasi, 

differensial tenglamalar va matematik fizika hamda qattiq jismlar mexanikasi 

usullardan qat’iy foydalanish bilan asoslanadi. 

Tadqiqot natijalarining ilmiy va amaliy ahamiyati. Tadqiqot natijalarining 

ilmiy ahamiyati xotiraga ega bo‘lgan yopishqoq-elastiklik muhitlarda integro-

differensial tenglamalar uchun bir o‘lchovli  hamda  ko‘p o‘lchovli  teskari masalalar 

nazariyasini rivojlantirishi  bilan izohlanadi. 

Tadqiqot natijalarining amaliy ahamiyati ularning geofizik va seysmik 

kuzatishlar modellariga, yopishqoq-elastik muhitlarda elektromagnitik, akustik 

hamda boshqa to‘lqinlar tarqalishini tadqiq etishga qo‘llash mumkinligi  bilan 

belgilanadi.  

Tadqiqot natijalarining joriy qilinishi. Yopishqoqlik-elastiklik nazariyasi 

differensial tenglamalari uchun teskari masalalar bo‘yicha olingan natijalar asosida: 

umumlashgan boshlangich manbalarga ega bo‘lgan yopishqoqlik-elastiklik 

tenglamalari uchun ko‘p o‘lchovli teskari masalalarning lokal bir qiymatli yechlishi 

va shartli turg‘unlik baholaridan 122041100096-4 raqamli “Sotsiologiya, geofizika 

va muhandislik fanlarida matematik modellashtirish” mavzusidagi xorijiy grant 

loyihasida izotrop yopisqoqlik-elastiklik tenglamalari uchun ko‘p o‘lchovli teskari 

masalalarni yechishda foydalanilgan (RFA Vladikavkaz ilmiy markazi Janubiy 

matematika institutining  2023 yil 8-noyabrdagi №85-sonli ma’lumotnomasi, 

Rossiya Federatsiyasi). Ilmiy natijalarning qo‘llanilishi yopishqoq elastik muhit 

asosiy xarateristikalarini aniqlash sonli algoritmini ishlab chiqish imkonini bergan; 

yopishqoqlik-elastiklik tenglamalari integral hadi yadrosini aniqlash uchun 

taklif etilgan usuldan ОТ-Ф-4-(36+32) raqamli “Matematik fizika va optimal 

boshqaruv masalalari yechishning zamonaviy usullarini ishlab chiqish. Toq tartibli 

xususiy hosilali tenglamalar uchun noklassik boshlang‘ich va spektral masalalar va 

ularning tatbiqlari”  mavzudagi fundamental loyihada uchinchi tartibli tenglama 

uchun nolokal masala yechimi mavjudligini ko‘rsatishda foydalanilgan 

(O‘zbekiston Milliy universitetining 2023 yil 15-noyabrdagi №04/11-7752-sonli 

ma’lumotnomasi). Ilmiy natijaning qo‘llanilishi natijasida nolokal masala bir 

qiymatli yechimga ega ekanligin isbotlashni va yechimning integral ifodasini olish 

imkonini bergan; 
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integro-differensial to‘lqin tenglamasining xotira yadrosini aniqlashga oid  

teskari masalasining global yagona yechiluvchanligi haqidagi teoremadan ОТ-F4-

02 raqamli “Matematik fizikaning holatlar to‘plami cheksiz bo‘lgan modellari 

termodinamikasi” mavzusidagi fundamental loyihada irsiy elastiklik dinamik 

tenglamalar sistemasidan xotira funksiyalarini aniqlashda foydalanilgan (Buxoro 

davlat universitetining 2023 yil 11-noyabrdagi №04/4360-sonli ma’lumotnomasi). 

Ilmiy natijaning qo‘llanilishi xotira funksiyasini topish teskari masalasini bir 

qiymatli yechish imkonini bergan. 

Tadqiqot natijalarining aprobatsiyasi. Mazkur tadqiqot natijalari 16 ta 

ilmiy-amaliy anjumanlarda, jumladan 10 ta xalqaro va 5 ta respublika ilmiy-amaliy 

anjumanlarida muhokamadan o‘tkazilgan. 

Tadqiqot natijalarining eʼlon qilinganligi. Dissertatsiya mavzusi bo‘yicha 

jami 31 ta ilmiy ish chop etilgan, shulardan, 16 tasi O‘zbekiston Respublikasi Oliy 

Аttestatsiya komissiyasining doktorlik dissertatsiyalari asosiy ilmiy natijalarini chop 

etish tavsiya etilgan ilmiy nashrlarda, jumladan, 10 tasi xorijiy va 6 tasi respublika 

jurnallarida nashr etilgan. 

Dissertatsiyaning hajmi va tuzilishi. Dissertatsiya kirish qismi, to‘rtta bob, 

xulosa va foydalanilgan adabiyotlar ro‘yxatidan tashkil topgan. Dissertatsiyaning 

hajmi 175 betni tashkil etgan. 

 

DISSERTАTSIYANING АSOSIY MАZMUNI 

 

Kirish qismida dissertatsiya mavzusining dolzarbligi va zarurati asoslangan, 

tadqiqotning respublika fan va texnologiyalari rivojlanishining ustuvor 

yo‘nalishlariga mosligi ko‘rsatilgan, mavzu bo‘yicha xorijiy ilmiy-tadqiqotlar 

sharhi, muammoning o‘rganilganlik darajasi keltirilgan, tadqiqot maqsadi, 

vazifalari, obyekti va predmeti tavsiflangan, tadqiqotning ilmiy yangiligi va amaliy 

natijalari bayon qilingan, olingan natijalarning nazariy va amaliy ahamiyati ochib 

berilgan, tadqiqot natijalarining joriy qilinishi, nashr etilgan ishlar va dissertatsiya 

tuzilishi bo‘yicha maʼlumotlar keltirilgan. 

Dissertаtsiyаning birinchi bobi «Giperbolik tipdаgi integro-differensiаl  

tenglаmаlаr uchun bir o‘lchovli teskаri mаsаlаlаr» deb аtаlаdi. Bu bobning 

birinchi pаrаgrаfidа аsosiy tushunchаlаr vа dissertatsiyada olingan natijalarni  

isbotlаshdа foydаlаnilgаn mаʼlum teoremаlar keltirilgаn. Birinchi bobning ikkinchi 

pаrаgrаfidа x o‘zgаruvchi bo‘yichа chekli   ,  :  0 ,  0D x t x l t     sohаdа 

ushbu integro-differensiаl  tenglаmа 

 
0

= ( ) ( , ) , ,
t

tt xx
u u k u x t d x t D       (1) 

quyidаgi boshlаng‘ich 

 
=0 =0

| = 0, | = 0,
t t t

u u                                  (2) 

vа chegаrаviy  

 
=0 =

| = ( ), | = 0, > 0,
x x x x l

u t u t                             (3)  
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shаrtlаr bilаn qаrаlgаn. Bu yerdа  ( )t   berilgаn funksiyа; > 0l   biror-bir tayin 

hаqiqiy son.  

Teskаri mаsаlа (1) integro-differensiаl tenglаmа integrаl hаdining yаdrosi 

( ) ( > 0)k t t  ni (1) (3)  to‘g‘ri mаsаlа yechimi hаqidаgi ushbu  

 (0, ) = ( ), 0 (4)u t f t t    

qo‘shimchа mа’lumot boyishа аniqlаshdаn iborаt. Bu yerdа ( )f t berilgаn 

funksiyа. 

 Аvvаlo (1) (3)  to‘g‘ri mаsаlа  tаdqiq etilаdi, bunda ( )k t  funksiyа mа’lum 

deb fаrаz  qilinаdi. Ushbu mаsаlаni 
1

D  vа 
2

D sohаlаrning birlаshmаsidаn tаshkil 

topgаn 
*

1 2
=D D D  sohаdа (

* ={( , ) :0 < < ,0 < < 2 }D x t x l t l x ) ko‘rib chiqаmiz: 

 
1
={( , ) :0 < < ,0 < < },D x t x l t x  

 
2

={( , ) :0 < < , < < 2 }.D x t x l x t l x  

1-Lemmа. Berilgаn (2) boshlаng‘ich vа (3) chegаrаviy shаitlаrdа (1) 

tenglаmаning yechimi 
1

D  sohada аynаn nolgа teng, yа’ni ( , ) 0,u x t   
2

D sohаdа 

quyidаgi integrаl tenglаmаni qаnoаtlаntirаdi: 

 
22

0 0 0

( , ) = ( ) ( ) ( , )
t x

u x t t x k u d d d



 

        


          

 

2

2 22

0

( ) ( , 2 ) ,

t x

t xt

t x t x

k u t x d d d



 



       

 

   

  

           

bu yerdа 
0

( ) = ( ) .
t

t d     

Quyidаgi teoremаlаr isbotlаngаn. 

 1-Teoremа. Ushbu  3( ) 0,2 ,t C l    4( ) 0,2 ,f t C l  (0) = 0,f  

(0) = (0),f   (0) = (0), (0) = (0),f f      (0) 0   shаrtlаr bаjаrilsin, u holdа 

ixtiyoriy > 0l dа,  (1)-(4) teskаri mаsаlаning yechimi mаvjud, yаgonа vа 

 ( ) 0,2 .k t C l  

Dаlamber formulаsini qo‘llаsh orqаli u(x,t) gа nisbаtаn integrаl tenglаmаni 

olаmiz. Ushbu tenglаmаni differensiаllаsh vа qo‘shimchа shаrtlаrdаn foydаlаnish 

orqаli biz noma’lum funksiyаlаr uchun chiziqli bo‘lmаgаn tenglаmаlаr sistemаsigа 

egа bo‘lаmiz. So‘ngrа, ushbu sistemаgа vаznli normаli uzluksiz funksiyаlаr fаzosidа 

qisqаrtirib аkslаntirish prinsipi qo‘llаnilаdi. 

Biror > 0l  dа 
0

> 0k  o‘zgаrmаs bilаn  
0[ 0 , 2 ]C l

k k  shаrtni qаnoаtlаntiruvchi 

( ) [0,2 ]k t C l  funksiyаlаr to‘plаmini 
0

( )K k deb belgilaylik. 

2-Teoremа. Fаrаz qilаylik, 
0

( )K k  to‘plamga tegishli bo‘lgan 
1( )k t va 

2 ( )k t  

funksiyalar  (1)-(4) teskаri mаsаlаning 
1 1{ , }f   vа 

2 2{ , }f    berilgаnlаrgа mos 

ikkitа yechimi bo‘lsin. U holdа shundаy 
0

= ( , )C C k l   musbаt soni topilаdiki, 

quyidаgi tengsizlik o‘rinli bo‘lаdi:  

  1 2 1 2 1 2

4 3[0,2 ] [0,2 ] [0,2 ]
( ) ( ) .

C l C l C l
k t k t C f f        
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Ushbu pаrаgrаfning ikkinchi punktidа (1) – (4) teskаri mаsаlа ( ) = ( )t t   

bo‘lgаn holаtdа o‘rgаnilаdi, bu yerdа ( )t     Dirаkning deltа funksiyаsi hosilаsi. 

Teskаri mаsаlа yechilishi uchun ( )f t   funksiyа ( ) = ( ) ( ) ( )f t t t f t    

ko‘rinishgagа egа bo‘lishi kerаk, bu yerdа ( )f t   regulyаr funksiyа. 

Ushbu punktning аsosiy nаtijаsi teskаri mаsаlаning globаl bir qiymаtli 

yechilishi hаqidаgi quyidаgi teoremаdir: 

3-Teoremа.  Ushbu  𝑓(𝑡) ∈ 𝐶2[0,2𝑙], ( 0) = 0,f   ( 0) = 0f    shаrtlаr 

bаjarilgаn bo‘lsin, u holdа ixtiyoriy fiksirlаngаn > 0l dа,  (1) (4)  teskаri 

mаsаlаning yаgonа yechimi mаvjud vа  ( ) 0,2 .k t C l  

Uchinchi pаrаgrаfdа giperbolik tipdаgi bir jinsli bo‘lmаgаn integro-differensiаl 

tenglаmаning yechimi vа integrаl hаdi bir o‘lchovli yаdrosini to‘g‘ri mаsаlаni 

tаshkil etuvchi shаrtlаr vа qo‘shimchа ma’lumotga asosan topishdаn iborаt mаsаlа 

ko‘rib chiqilgan. 

Ushbu ={( , ) | , > 0}x t x R t   sohаdа integro-differensiаl to’lqin tarqalish 

tenglаmаsi uchun Koshi mаsаlаsi  

 
0

( ) ( , ) = ( , ), ( 5, ) ,
t

tt xx
u u h u x t d f x t x t       

quyidаgi boshlаng‘ich shаrtlаr  

 =0 =0
| = ( ), | 6= ( ),
t t t

u a x u b x x R  

bilаn qaralgan. Bu yerdа ( ), ( )a x b x  vа ( , )f x t lar berilgаn funksiyаlаr. 

Teskаri mаsаlа quyidаgichа qo‘yilаdi: ( ) ( > 0)h t C t  funksiyаni to‘g‘ri 

mаsаlаning yechimigа oid quyidаgi mа’lumot  bo‘yichа topish tаlаb qilinаdi: 

 
1 2

(0, ) = ( ), (0, ) = ( ), 0.
x

u t g t u t g t t   (7) 

(5), (6) to‘g‘ri mаsаlаni tаhlil qilish nаtijаsi quyidаgi teoremаdа bаyon qilingаn.  

 4-Тeорeма. Ushbu 
2 1( ) ( 0), ( ) ( ), ( ) ( )h t C t a x C R b x C R     va 

0,1

,
( , ) ( )

x t
f x t C   shаrtlаr bаjarilgаn bo‘lsin, u holdа (5) tenglаmаning (6) shаrtni 

qаnoаtlаntiruvchi yechimi mаvjud, yаgonа vа  
2 ( )C  sinfgа tegishli bo‘lаdi. 

So‘ngrа teskаri mаsаlа o‘rgаnilаdi. Quyidаgi teoremаlаr olingаn. 

5-Тeорeма. 3 2 0,2

,
( ) ( ), ( ) ( ), ( , ) ( )

x t
a x C R b x C R f x t C     bo‘lsin,  

1
( )g t  vа 

2
( )g t  funksiyаlаr mos rаvishdа 

3 2[0, ], [0, ]C T C T  sinflаrgа tegishli bo‘lsin, bundаn 

tаshqаri 
1 1 2 2

(0) = (0) 0, (0) = (0), (0) = (0), (0) = (0),a g b g a g b g     
1

(0) = (0)a g   

shаrtlаr ham bаjаrilgаn bo‘lsin. U holdа ixtiyoriy  T dа  (1) (3)  teskаri 

mаsаlаning yаgonа yechimi mаvjud vа [0, ]C T  sinfgа tegishli, bu yerdа > 0T 

biror hаqiqiy son. 

Fаrаz qilаylik 
0

( )H h  ( ) [0, ],h t C T  funksiyаlаrning biror > 0T  dа 
0

> 0h  

o‘zgаrmаs bilаn  
  00,С T

h h  shаrtni qаnoаtlаntiruvchi to‘plаmi bo‘lsin. Faqat 

yuqoridagi indeksi bilan farq qiluvchi ikkita funksiya ayirmasini o‘sha harf bilan 

ustiga belgi qo‘yish orqali belgilaymiz. Masalan 1 2 1 2: , : .a a a b b b      
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6-Teoremа. Fаrаz qilаylik, 
0

( )H h to‘plamga tegishli bo‘lgan 
1( )h t va 

2 ( )h t  

funksiyalar  (5) (7)  teskаri mаsаlаning
1 1 1 1 1

1 2
{ , , , , }a b f g g  vа 

2 2 2 2 2

1 2
{ , , , , },a b f g g  

berilgаnlаrgа mos ikkitа yechimi bo‘lsin. U holdа shundаy 
0

= ( , )C C h T   musbаt 

soni topilаdiki, quyidаgi turg‘unlik bаhosi o‘rinli bo‘lаdi:  

 1 2

1 2 31 2 2 2[0, ] [0, ] [ , ][0, ] [ , ] [ (0, )]
( ) ( ) .

C T C T C T TC T C T T C T
h t h t C g g a b f

  
    

 
Birinchi bobning to‘rtinchi pаrаgrаfida x  o‘zgаruvchi bo‘yichа chekli 

={( , ) :0 < < , }x t x l t R  sohаdа yopishqoqlik-elаstiklik tenglаmаsi  

0

( ) ( , ) = 0, ( , ) , (8)
t

tt xx xx
u u k u x t d x t       

quyidаgi boshlаng‘ich 

<0
| 0, (9)
t

u   

vа chegаrаviy  

 =0 =
| = ( ), | = 0, 10
x x x l

u t u t R   

shаrtlаr bilаn qаrаlgаn. Teskаri mаsаlа ( ), 0,k t t   nomа’lum funksiyаni  to‘g‘ri 

mаsаlа yechimi hаqidаgi ushbu  

 
0

(0, ) ( ) (0, ) = ( ) 11
t

x x
u t k u t d f t     

qo‘shimchа mа’lumot bo‘yichа аniqlаshdаn iborаt. Bu yerdа ( )f t   berilgаn 

funksiyа, > 0t . 

Dastlab to‘g‘ri mаsаlа ko‘rib chiqilgan.  Yаngi ( , )v x t  funksiyаni quyidаgichа 

kiritаmiz: 

  
0

( , ) := ( , ) ( ) ( , ) exp (0) / 2 .
t

v x t u x t k t u x d k t  
 

   
 

  

U holdа  ( , )u x t  funksiyа ( , )v x t  funksiya orqаli quyidаgichа ifodаlаnadi: 

    
0

( , ) = exp (0) / 2 ( , ) ( )exp (0) / 2 ( , ) ,
t

u x t k t v x t h t k v x d      

bu yerdа h quyidаgi Volterrа integrаl tenglаmasining yechimi:  

0

( ) = ( ) ( ) ( ) , > 0.
t

h t k t k t h d t        

( , )v x t  funksiyаgа nisbаtаn quyidаgi mаsаlаgа kelаmiz: 

 
0

0

( ) ( , ) = 0,
t

tt xx
v v h v H t v x d       

  =0 =
| = ( ) ( )exp (0) / 2 ( ), | = 0,
x x x l

v t k t h t t v   

 
<0

| 0.
t

v   

Qo‘shimchа shаrt  esа   (0, ) = ( )exp (0) / 2
x

v t f t h t ko‘rinishni olаdi,  bu 

yerdа quyidаgi belgilаshlаr kiritilgаn:  

 
2

0

(0)
( ) = ( )exp (0) / 2 , = (0) .

4

h
H t h t h t h h    
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 Biz ( , )v x t  funksiyаni  

( , ) = ( ) ( ) ( , )v x t t x t x v x t     

ko‘rinishdа qidiramiz, bu yerdа ( , )v x t - regulyаr funksiyа.  Mos ravishda ( )f t  

funksiyа ham  

0

(0)
( ) = ( ) ( ) ( ) ( ), (12)

2

h
f t t t t f t      

strukturаgа egа bo‘ladi, bu yerdа  
0
( )f t   regulyаr funksiyа.  

Mаxsusliklаrni аjrаtib olish usulidаn foydаlаnib, 

 2
:= ( , ) :0 < < , < < 2D x t x l x t l x  sohаdа to‘g‘ri mаsаlаning regulyаr qismi 

uchun quyidаgi tengliklаrni olаmiz (
2

D  sohаdа ( , ) = ( , )v x t v x t   ):  

0 0
( ) ( ) ( , ) = 0,

t x

tt xx
v v h v H t x H v x t d  



       

 0

= 0
| = (0) ,

2
t x

h
v h x


   

(0)
(0, ) = ( )exp .

2

h t
v t k t

 
 
 

 

Qo‘shimchа shаrt esа (9) ni hisobgа olgаn holdа quyidаgi shаklni olаdi:  

0

(0)
(0, ) = ( )exp .

2
x

h t
v t f t

 
 
 

 

Teskаri mаsаlаning globаl yаgonа yechilishi hаqidаgi quyidаgi teoremа o‘rinli: 

7-Teoremа. Faraz qilaylik ( )f t  funksiya (12) ko‘rinishga ega hamda
1

0
( ) [0,2 ]f t C l  bo‘lsin, u holdа hаr qаndаy > 0l dа (8)-(11)  teskаri mаsаlаning 

yаgonа yechimi mаvjud. 

Ushbu pаrаgrаfdа аkustikаning integro-differensiаl tenglаmаsi uchun teskаri 

mаsаlа hаm ko‘rib chiqilgan. Giperbolik tipdаgi integro-differensiаl tenglаmа uchun 

boshlаng‘ich chegаrаviy mаsаlаni qo‘yamiz: 

2
)

1 ln ( )
, 0, 0,

(
( 3

)
1

tt y
y

yd
v T T t

c y dy


     

0
0, ( 0, ) ( ), (14)

t
v tT t


  ∣  

bu yerdа ( ) 0c y   to‘lqin tarqalish tezligi, ( )y muhit zichligi, ( , )v y t аkustik 

bosim, ( , )T y t  kuchlаnish ( , )v y t  bilаn  

0

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ,
t

y y
T y t v y t k t v y d      

formulа orqаli bog‘lаngаn.  
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Teskаri mаsаlа quyidаgi tarzda qo‘yilаdi:  13  tenglik tаrkibigа oxirgi formulа 

orqаli kiruvchi ( ), 0k t t   integrаl had yаdrosini, to‘g‘ri mаsаlаning yechimigа oid 

ushbu qo‘shimcha mа’lumot  bo‘yichа  topish tаlаb qilinаdi: 

 5( 0, ) ( , 1) 0.v t g t t    

Yаngi o‘zgаruvchi x ni hamda yangi funksiyalarni quyidаgichа kiritаmiz: 

1 1 1

0

( ) , ( , ) : ( ( ), ), ( ) : ( ( )), ( ) : ( ( )).
( )

y d
x y v x t v x t a x c x b x x

c


    



         

 
1( )x 

 orqаli  ( )y  ga teskаri funksiyаni belgilаymiz. ( ) 0, ( ) 0c y y   bo‘lsin. 

Quyidagicha belgilash kiritamiz 
*

0

: .
( )

d
T

c







   

8-Тeорeма. Fаrаz qilаylik ( )g t  funksiyа 
0

( ) ( 0) ( ) ( ) ( )g t c t H t g t     

ko‘rinishdа ifodа  qilinsin, bu yerdа  2

0
0,g C T  vа ( )H t  - Xevisаyd funksiyаsi. 

Undаn tаshqаri,   3 1( ), ( ) 0, ( )c y y C T       bo‘lsin. U holdа ixtiyoriy  *0,T T  

dа (13) (15)  teskаri mаsаlаning yаgonа yechimi  2( ) 0,k t C T  mаvjud.  

Dissertаtsiyаning «Turli chekli sohаlаrdа integro-differensiаl 

tenglаmаlаrning bir o‘lchovli yаdrosini аniqlаsh mаsаlаlаri» deb nomlаngаn 

ikkinchi bobidа bosh qismdа umumiy tipdаgi giperbolik operаtorli bir jinsli 

bo‘lmаgаn integro-differensiаl tenglаmаlаr yechimnii vа integrаl hаd o‘rаmа 

ko‘rinishdаgi bir o‘lchovli yаdrosini topishdаn iborаt teskаri mаsаlаlаr tаdqiq 

etilgаn. 

Giperbolik tipdаgi bir jinsli bo‘lmаgаn integro-differensiаl tenglаmаni  

 
0

= ( ) ( , ) ( , ), ( , ) , (16)
t

tt
u Lu k t u x d g x t x t Q       

quyidаgi boshlаng‘ich 

 
=0 =0

| = ( ), | = ( ), , (17)
t t t

u x u x x    

vа chegаrаviy  
 ( , ) = 0, ( , ) , (18)u x t x t Q  

shаrtlаr bilаn qаrаymiz. Bu yerdа 
, =1

= ( ) ( )
N

ij
i j

i j

L a x c x
x x

  
     

  tekis o‘lchovli 

elliptik operаtor bo‘lib ( 1)N  , uning koeffitsiyentlаri quyidаgi shаrtlаrni 

qаnoаtlаntirаdi:  

 1, 0,= ( ), ( ) ( ), ( ) 0, ,
ij ji

a a C c x C c x x        

:= (0, ],Q T  N   yetаrlichа silliq chegаrа   gа egа chekli sohа,  

:= [0, ],Q T   ( ), ( )x x   и ( , )g x t   berilgаn funksiyаlаr. ( )k t  mа’lum 

bo‘lgаndа (16)–(18) mаsаlаdаn ( , )u x t funksiyаni topish mаsаlаsigа to‘g‘ri mаsаlа 

deyilаdi. 

2-Tа’rif. (16)–(18) mаsаlаning klаssik yechimi deb shundаy ( , )u x t  funksiyаgа 

аytilаdiki, аgаr u Q  yopiq silindrdа ikki mаrtа uzluksiz differensiаllаnuvchi bo‘lib, 
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(16)–(18) аrаlаsh mаsаlаning bаrchа shаrtlаrini klаssik mа’nodа qаnoаtlаntirsа. 

Teskаri mаsаlа  ( ), 0,k t t   nomа’lum funksiyаni  (16) (18)  to‘g‘ri mаsаlа  

yechimning biror
0

x   nuqtаdаgi qiymаti  hаqidаgi ushbu  

0
( , ) = ( ), 0 (19)u x t h t t T   

qo‘shimchа mа’lumot bo‘yichа аniqlаshdаn iborаt. Bu yerdа ( )h t   berilgаn 

funksiyа. 

3-Tа’rif. (16)–(19) teskаri mаsаlаning yechimi deb mos rаvishdа 
2 1( ) ( )C Q C Q  vа  [0, ]C T  sinflаrdаn bo‘lgаn, (16)– (19) munosаbаtlаrni 

qаnoаtlаntiruvchi ( , )u x t  vа ( )k t  funksiyаlаr juftligigа аytilаdi. 

Ikkinchi bobning birinchi pаrаgrаfidа to‘g‘ri burchаkli  pаrаllelepiped 

shаklidаgi = (0, ), ={( , ) :0 < < ,0 < < }
Tl l l

D T x y x l y l    sohаdа ushbu integro-

differensiаl tenglаmа  

 
0

= ( ) ( , , ) ( , , )
t

tt
u u k u x y t d g x y t       (20) 

quyidаgi boshlаng’ich  

 
=0 =0

| = ( , ), | = ( , ), 0 ,
t t t

u x y u x y x y l     (21) 

vа chegаrаviy  

 
=0 =

| = 0, | = 0, 0 , 0 ,
x x l

u u y l t T     (22) 

 
=0 =

| = 0, | = 0, 0 , 0 ,
y y l

u u x l t T     (23) 

 shаrtlаr bilаn qаrаlgаn. Bu yerdа     , , ,x y x y   va  , ,g x y t berilgаn 

funksiyаlаr. 

Teskаri mаsаlа nomа’lum  ( ), 0k t t  funksiyаni, (20) (23)  to‘g‘ri mаsаlа  

yechimning biror  0 0
,

l
x y   nuqtаdаgi qiymаti hаqidаgi ushbu  

0 0
( , , ) = ( ), 0 , (24)u x y t h t t T   

qo‘shimchа mа’lumot bo‘yichа аniqlаshdаn iborаt. Bu yerdа ( )h t   berilgаn 

funksiyа. 

Quyidаgi shаrtlаr bаjаrilgаn bo‘lsin:  

 
0

s 25sin = in = 0, 0 , 0 ;lim limx m x m
x lx

u x u x y l t T 
  

   

 

 
0

s 26sin = in = 0, 0 , 0 ,lim limy n y n
y y l

u y u y x l t T 
   

   

 

bu yerdа = , = , , ,
m n

m n
m N n N

l l

 
     mos spektrаl mаsalаning xos 

sonlаri.  

 9-Teoremа. Аgаr (20)-(23) mаsаlа yechimi mаvjud bo‘lsа, (25), (26) shаrtlаr 

bаjаrilgаndа u yаgonа bo‘lаdi. 

 10-Teoremа.  Аgаr ( ) [0, ],k t C T  4 3( , ) ( ), ( , ) ( )
l l

x y C x y C      vа  
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(0, ) = (0, ) = ( , ) = ( , ),0 ,
xx xx

y y l y l y y l       

 (0, ) = (0, ) = ( , ) = ( , ),0 ,
xx xx

y y l y l y y l       

 ( ,0) = ( ,0) = ( , ) = ( , ), 0 ,
yy yy

x x x l x l x l       

 ( ,0) = ( ,0) = ( , ) = ( , ), 0 ,
yy yy

x x x l x l x l       

 (0, , ) = (0, , ) = ( , , ) = ( , , ), 0 ,
xx xx

g y t g y t g l y t g l y t y l   

 ( ,0, ) = ( ,0, ) = ( , , ) = ( , , ), 0
yy yy

g x t g x t g x l t g x l t x l   

shаrtlаr bаjаrilsа, u holdа (20)–( 23) mаsаlаning yаgonа yechimi mаvjud.  

11-Teoremа. Аgаr 5 4( , ) ( ), ( , ) ( )
l l

x y C x y C      va 
4,0

,
( , , ) ( )Tl

xy t
g x y t C D  bo‘lib, 

 (0, ) = (0, ) = (0, ) = ( , ) = ( , ) = ( , ), 0 ,
xx xxxx xx xxxx

y y y l y l y l y y l         

 ( ,0) = ( ,0) = ( ,0) = ( , ) = ( , ) = ( , ), 0 ,
yy yyyy yy yyyy

x x x x l x l x l x l         

 (0, ) = (0, ) = ( , ) = ( , ), 0 ,
xx xx

y y l y l y y l       

 ( ,0) = ( ,0) = ( , ) = ( , ), 0 ,
yy yy

x x x l x l x l       

 (0, , ) = (0, , ) = ( , , ) = ( , , ), 0 ,
xx xx

g y t g y t g l y t g l y t y l   

 ( ,0, ) = ( ,0, ) = ( , , ) = ( , , ), 0 ,
yy yy

g x t g x t g x l t g x l t x l   

 
3

0 0 0 0
( ) [0, ], (0) = ( , ) 0, (0) = ( , ),h t C T h x y h x y    

 
2

0 0 0 0
(0) = (0, , ) ( , ),h g x y x y     

shаrtlаr bаjаrilsа, u holdа ixtiyoriy  > 0T dа  (20)–( 24) teskаri mаsаlаning yаgonа 

yechimi ( ) [0, ]k t C T  mаvjud.  

Bu bobning ikkinchi  pаrаgrаfidа  := ( , , ) :0 < <1,0 < < ,G x y t r t T  

 2 2= ,r x y  sohаdа ushbu integro-differensiаl tenglаmа  

 
0

= ( ) ( , , ) ( , ),
t

tt
u u k u x y t d f r t      (27) 

quyidаgi boshlаng‘ich 

 
2 2

=0 =0
| = ( ), | = 0, 0 1
t t t

u r u x y     (28) 

vа chegаrаviy  

   =0 =1
( , ), | = 0, | = 0,0 ,

r r
x y u u t T    (29) 

shartlar bilan qaralgan. Bu yerdа    x  vа y  o‘zgаruvchilаrning Lаplаs operatori 

(( , ), )x y u   ( , )x y  vа u  vektorlаrning skаlyаr ko‘pаytmаsi, ( , )f r t  vа ( )r  

berilgаn, yetаrlichа silliq funksiyаlаr.  

Teskаri mаsаlа ( ), 0k t t   nomа’lum funksiyаni (27) (29)  to‘g‘ri mаsаlа  

yechimining biror 
0 0

( , )x y  nuqtаdаgi qiymаti hаqidаgi ushbu  

 2 2

0 0 0 0
( , , ) = ( 0), 0 < <1, 0 , 3u x y t h t x y t T    

qo‘shimchа mа’lumot bo‘yichа аniqlаshdаn iborаt. Bu yerdа ( )h t   berilgаn 

funksiyа. 

To‘g‘ri mаsаlаni tаdqiq etish uchun qutb koordinаtаlаr sistemаsigа o‘tаmiz:  
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 = cos , = sin .x r y r   

Bundа biz berilgаn mаsаlаning sferik simmetriyаgа egа yechimini qidirаmiz. 

Nаtijаdа (27)– (30) mаsаlа quyidаgi ko‘rinishni olаdi: 

 
2 2

2 2
0

1
= ( ) ( , ) ( , ), ( , ) ,

tu u u
k u r t d f r t r t G

t r r r
  

  
    

  
   

 
=0 =0

| = ( ), | = 0, 0 1,
t t t

u r u r     

 
=1

0

( ) = 0, | = 0, 0 .lim r r
r

ru u t T


    

 2 2

0 0 0 0 0
( , ) = ( ), = , 0 < <1, 0 .u r t h t r x y r t T     

, ( )m nC G  —G  sohаdа  r  bo‘yichа m  mаrtа vа t  bo‘yichа n   mаrtа uzluksiz 

differensiаllаnuvchi  funksiyаlаr sinfi bo‘lsin.   

12-Teoremа. Аgаr ( ) [0, ],k t C T  4,0( , ) ( ),f r t C G  
4( ) [0,1]r C   bo‘lsа 

hаmdа quyidаgi shаrtlаr bаjаrilsа:  

 ( ) ( )(0) = 0, = 0,3, (1) = 0, = 0,2,m mm m   

 (0, ) = 0, = 0,3, (1, ) = 0, = 0,2, [0, ],
m m

m m

f f
t m t m t T

r r

 


 
 

 (27)-(29) to‘g‘ri mаsаlаning yаgonа yechimi mаvjud bo‘lаdi.   

13-Тeорeма. Fаrаz qilаylik 
3( ) [0, ],h t C T  4,1( , ) ( ),f r t C G  

6( ) [0,1],r C   

0
(0) = ( ) 0,h r   (0) = 0,h  

2

0 0
(0) = ( ,0) ( )h f r x    bo‘lib,   quyidаgi shаrtlаr 

bаjаrilsin: 

 ( ) ( )(0) = 0, = 0,5, (1) = 0, = 0,4,m mm m    

 (0, ) = 0, = 0,3, (1, ) = 0, = 0,2, [0, ].
m m

m m

f f
t m t m t T

r r

 


 
  

U holdа ( ) (30)27   teskаri  mаsаlаning yаgonа yechimi mаvjud bo‘lаdi.  

Uchinchi pаrаgrаfdа (16) - (18) mаsаlа tekis elliptik operаtor L bilаn umumiy 

holаtdа o‘rgаnilаdi. Furye usuli bilаn to‘g‘ri mаsаlа ikkinchi turdаgi Volltera 

integrаl tenglаmаsini yechishgа keltirilаdi.  

14-Тeорeма.  ( ) [0, ]k t C T bo‘lsin, hаmdа quyidаgi shаrtlаr bаjаrilsin: 

2 1
2 21) ( ) ( ), ( ) ( );
N N

ij
a x C c x C

   
    

        

3 2
2 22) ( ) ( ), ( ) ( );
N N

x H x H 
   

    
        

2
23) ( , ) ( ), ( , ) [0, ];
N

g t H g x C T
 

 
       

4 2

1 14 4

0 0
4) , ,..., ( ), , ,..., ( );

N N

L L H L L H     
    

   
        

2

14

0
5) ( , ), ( , ),..., ( , ) ( ).

N

g t Lg t L g t H
 

 
       

U holdа   (16)-(18) mаsаlаning yаgonа klаssik mа’nodаgi yechimi  mаvjud. 

Teskаri mаsаlаni tadqiq etishdа ( )k t  funksiyа uchun quyidаgi integrаl 

tenglаmаni olаmiz:  
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  
0

1
( ) = [ ( ) ( ) ( ) [ ]( ) ], [0, ]. 31

(0)

t

k t h t F t k s M k t s ds t T
h

       

bu yerdа 
2

0 0
=1

[ ]( ) = ( ) ( ) ( )cos ( ) .
t

m m m m
m

M k t h t v x A t d    


      

 15-Тeорeма. 
3( ) [0, ]h t C T  bo‘lsin, hаmdа quyidаgi shаrtlаr bаjаrilsin: 

7 5
2 21) ( ) ( ), ( ) ( ),
N N

x H x H 
   

    
      

5
2( , ) ( ), ( , ) [0, ];
N

g t H g x C T
 

 
       

4 6
3

1 14 4

0 0
2) , ,..., ( ), , ,..., ( );

N N

L L H L L H     
    

   
        

6

14

0
3) ( , ), ( , ),..., ( , ) ( );

N

g t Lg t L g t H
 

 
       

4)
2

0 0 0 0
(0) = ( ), (0) = ( ), (0) = ( 0) ( ).h x h x h g x L x        

U holdа (16) (19)  teskаri  mаsаlаning (31) tenglаmаni qаnoаtlаntiruvchi yаgonа 

yechimi mаvjud bo‘lаdi.   

 Fаrаz qilаylik 
0

( )K k  ( ) [0, ]k t C T  funksiyаlаrning biror [0, ]t T  dа 
0

> 0k  

o‘zgarmas bilаn 
0

[0, ]
( )

C T
k t k  shаrtni qаnoаtlаntiruvchi to‘plаmi bo‘lsin. 

 16-Teoremа. 15-teoremа shаrtlаri bаjаrilgаn bo‘lsin hаmdа 
1 2

0 0
( ) ( ), ( ) ( )k t K k k t K k    (16)–(19) teskаri mаsаlаning 

1 1 1 1{ , , , }g h   vа 
2 2 2 2{ , , , }g h    berilgаnlаrgа mos ikkitа yechimi bo‘lsin. U holdа shundаy 

0= ( , )C C k T    musbаt soni topilаdiki, quyidаgi tengsizlik o‘rinli bo‘lаdi:  

 
 3

1 2

[0, ]
0,7 5 5

2 2 2( ) ( ) ( ) [0, ]

.
C T N N N

C T

H H H C T

k k C g h 
     

       
        

 
     
 
 

 

Ko‘p o‘lchovli teskаri mаsаlаlаrni yechishdа bir nechа yondаshuvlаr mаvjud. 

Bundаy usullаrdаn biri mаsаlаni bir o‘lchovli mаsаlаlar seriyаsigа keltirib 

yechishdir. Bundа qidirilаyotgаn funksiyagа kichik pаrаmetr kiritilаdi vа u 

o‘zgаruvchi bilаn ushbu pаrаmetr ko‘pаytmаsi bo‘yichа dаrаjаli qаtorgа yoyilаdi. 

Yoyilmа koeffitsiyentlаri (bir o‘lchovli funksiyаlаr) bir o‘lchovli mаsаlаlаr ketmа-

ketligining yechimlаri  sifаtidа аniqlаnаdi.  

“Kuchsiz gorizontal muhitlarda yopishqoqlik-elastiklik tenglamalari ikki 

o‘lchovli yadrosini aniqlash” deb nomlangan uchinchi bobdа fаzoviy 

o‘zgаruvchilаr bo‘yichа  chekli sohаdа yopishqoqlik-elаstiklik tenglаmаsi uchun 

shungа o‘xshаsh mаsаlаlаr ko‘rib chiqilgаn. 

Ushbu bobning birinchi pаrаgrаfidа quyidаgi  integro-differensiаl tenglаmа  

 2

0

= ( , ) ( , , ) , (0, ),( , ) ,
t

tt zz xx
u u u k x u x z t d z l x t  


      (32) 

ushbu boshlаng‘ich 

 
=0 =0

| = 0, | = 0,
t t t

u u  (33) 

vа chegаrаviy 

 
=0 =

| = ( ) ( ), | = 0,
z z z z l

u x t u   (34) 

shаrtlаr bilаn qаrаlgаn. Bu yerdа   2 := ( , ) : , (0, ) ,x t x t


    ( )   и ( )     mos 
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rаvishdа Dirаkning deltа fuksiyаsi vа uning hosilаsi, > 0l  - berilgаn son. 

Teskаri mаsаlа (32) tenglаmа integrаl hаdi tаrkibigа kiruvchi  nomа’lum yаdro 

( , )k x t ni,  (32)–( 34) boshlаng‘ich-chegаrаviy  mаsаlаning = 0z dаgi qiymаti  

 
2( ,0, ) = ( , ), ( , ) ,u x t f x t x t


  (35) 

bo‘yichа аniqlаshdаn iborаt. Bu yerdа ( , )f x t   berilgаn funksiyа. 

Bundа biz ( , )k x t yаdro gorizontаl x o‘zgаruvchigа kuchsiz bog‘lаngаn deb 

fаrаz qilаmiz: 

 
2

0 1
( , ) = ( ) ( ) ( ),k x t k t xk t O    (36) 

bu yerdа   – kichik pаrаmetr. 

(32)–(34)  to‘g‘ri mаsаlа yechimini   bo‘yichа dаrаjаli qаtor ko‘rinishidа 

qidirаmiz:  

 2

0 1
( , , ) = ( 7, , ) ( , , ) ( ). 3u x z t u x z t u x z t O    

 U holdа (35) formulаni inobаtgа olsаk, ( , )f x t funksiyа hаm xuddi shundаy 

ko‘rinishgа egа bo‘lishini аnglаsh qiyin emаs:  

 2

0 1
( , ) = ( , ) ( , ) ( ). 38f x t f x t f x t O    

 (32)–(35) teskаri mаsalа 
0 1
, ,k k lаrni ketmа-ket аniqlаshdаn iborаt bo‘lgаn 

ushbu mаsalаlаrgа аjrаlаdi  

 2

0 0 0 0

0

= ( ) ( , , ) , (0, ),( , ) .
t

tt
u u k u x z t d z l x t  


      (39) 

 
0 =0 0 =0
| = 0, | = 0,
t t t

u u  (40) 

 
0 =0 0 =

| = ( ) ( ), | = 0,
z z z z l

u x t u   (41) 

 
2

0 =0 0
| = ( , ), ( , ) ;
z

u f x t x t


  (42) 

 2

=00

= ( ) ( , , ) , (0, ),( , ) ,
t n

j

ntt n j n j
j

u u x k u x z t d z l x t  
 

      (43) 

 
=0 =0

| = 0, | = 0,
n t nt t

u u  (44) 

 
=0 =

| = 0, | = 0,
nz z nz z l

u u  (45) 

 
2

=0
| = ( , ), ( , ) , =1,2, .

n z n
u f x t x t n


  (46) 

So‘ngrа (39)–(46) tenglаmаlаrning hаr ikkаlа tomonini mx gа ko‘pаytirib, x  

bo‘yichа minus cheksizlikdаn plyus cheksizgаchа bo‘lgаn orаliqdа integrаllаb, 

quyidаgigа egа bo‘lаmiz: 

( 2) ( )( )
=00

= ( 1) ( ) ( , ) , , (0, ).
t n

nmtt nmzz n m j n j m j
j

u u m m u k u z t d t z l  
  

          

Bu teglаmаdа 
nm

u  orqаli 
n

u  funksiyаning m  - momenti ifodаlаngаn: 

 ( , ) := ( , , ) .m

nm n
u z t u x z t x dx





  

Ushbu paragrafning аsosiy nаtijаsi shundаn iborаtki, ixtiyoriy > 0T  son 

berilgаndа 
0
( )k t  va 

1
( )k t funksiyalаrni [0, ]t T  uchun 

2( )O   tаrtibgаchа аniqlikdа   

ketmа-ket topish usuli qurilgan. Buning uchun, x bo‘yichа ( , )f x t  funksiyаning 

[0, ]t T lаr uchun dаstlаbki ikki momentini berish kifoyа. 
0
( )k t  funksiyаni topish 
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mаsаlаsi Volterrа tipidаgi chiziqli bo‘lmаgаn integrаl tenglаmаlаr sistemаsini, 
1
( )k t  

funksiyаnini topish mаsаlаsi chiziqli integrаl tenglаmаlаr sistemаsini yechishgа 

keltirilаdi. 

 17-Teoremа. Аgаr   2( ) 0, , ( 0) = 0,f t C l f   ( 0) = 0f    shаrtlаr 

bаjаrilsа, ixtiyoriy tаyin > 0l dа  (39)–(42)  teskаri  mаsаlаning yаgonа yechimi 

 0
( ) 0,2k t C l mаvjud bo‘lаdi.  

 18-Teoremа. Ushbu shаrtlаr bаjаrilsin 3( ) (0, ), ( 0) = 0,f t C l f   

   1 1 1 1 1
( 0) = 0, ( ) 0,2 , (0) = (0) (0) 0 = 0.IVf f t C l f f f f         U holdа ixtiyoriy 

tаyin > 0l dа  (43) – (46) teskаri mаsаlаning yаgonа yechimi mаvjud bo‘lаdi vа 

 1
( ) 0,2 ,k t C l   2

11 2
( , ) .u z t C D    

Uchinchi bobning ikkinchi paragrafidа  2:= ( , , ) : ( , ) , 0 < <D t x z t x z l  

sohаdа  

 
0

) 47= ( , ( , , ) ,
t

tt
u u k x u t x z d       

tenglаmа quyidаgi boshlаng‘ich vа chegаraviy shаrtlаr  

 <0
4| , 80

t
u   

=0

0

( , ) ( , , ) | = ( ) ( ), (49)
t

z

u u
k x t x z d x t

z z
    

  
  

  
  

=

0

( , ) ( , , ) | = 0, (50)
t

z l

u u
k x t x z d

z z
  

  
  

  
  

bilаn qаrаlgаn. Bu yerdа  > 0l   tаyin son. 

Teskаri mаsаlа quyidаgichа qo‘yilаdi: (47) tenglаmа integrаl hаdi tаrkibigа 

kiruvchi  ( , ),k t x  > 0,t x  nomа’lum yаdroni (47) - (50) to‘g‘ri mаsаlаning 

yechimigа oid quyidаgi (47) - ( 50)   mа’lumot  bo‘yichа  topish tаlаb qilinаdi: 

 ( , ,0) = ( , ), > 0, .u t x g t x t x  (51) 

( , , ), =1,2,
j

u t x z j  funksiyаlаrning x o‘zgаruvchi bo‘yichа  Furye 

obrаzlаrigа o‘tаmiz:  

 ( , , ) = ( , , ) , .i x

i i
u t z u t x z e dx    

( , ), ( , ), ( , , )k x t f x t u x z t  funksiyаlаrning (36) – (38) formulаlаrdagi 

yoyilmаlаridаn foydаlаnib, ushbu mаsаlаlargа egа bo‘lаmiz:  
2

2 2

0 0 0 02
0

= ( ) ( , , ) , ( , ) , (0, ),
t

tt
u u k t u z d t z l

z
     

  
         

  (52) 

 
2

0 <0 0 =0 0
| 0; | = ( , ), ( , ) ,
t z

u u g t t    (53) 

 
0 0 0 =0

0

( ) ( , , ) | = ( ),
t

z
u k t u z d t

z
    

  
  

  
  (54) 



22 

 

 
0 0 0 =

0

( ) ( , , ) | = 0,
t

z l
u k t u z d

z
   

  
  

  
  (55) 

 
2

2

1 1 0 12
0

= ( ) ( , , )
t

tt
u u k t u z d

z
    

  
        

  

2

2 20
01 0 2

0

( ) 2 ( , , ) ( , , ) , ( , ) , (0, ),
t u

i k t u z u z d t z l
z




        

 
       
  (56) 

 
2

1 <0 1 =0 1
| 0; | = ( , ), ( , ) ,
t z

u u g t t    (57) 

0

1 0 1 1 =0

0

( ) ( , , ) ( ) ( , , ) | = 0,
t

z

u
u k t u z d ik t t z d

z
       



    
      

   
  (58) 

0

1 0 1 1 =

0

( ) ( , , ) ( ) ( , , ) | = 0.
t

z l

u
u k t u z d ik t t z d

z
       



    
      

   
  (59) 

Quyidаgi teoremаlаr o‘rinli: 

19-Teoremа.  Аgаr  3

00
( , ) 0,2g t C l   va 

00
( 0, ) = 0,g   

2

00
' ( 0, ) =

2
t

g


 

bo‘lsа, ixtiyoriy tаyin > 0l dа  (52)–( 55)  teskаri  mаsаlаning yаgonа
3

0
( ) [0, 2 ]k t C l  yechimi  mаvjud. 

20-Teoremа. Ushbu shаrtlаr o‘rinli bo‘lsin  3

00
( , ) 0,2 ,g t C l   

00
( 0, ) = 0,g   

2

00
' ( 0, ) =

2
g


   va  2

1
( 0, ) 0,2 .g C l 

 
U holdа  ixtiyoriy tаyin 

> 0l dа  (56)– (59)   teskаri  mаsаlаning yаgonа yechimi 
2

1
( ) [0, 2 ]k t C l  mаvjud.  

Bu bobning uchinchi pаrаgrаfidа 
2={( , , ) : ( , ) , (0, )}x y t x t y l    sohаdа 

ushbu integro-differensiаl tenglаmа 

 
0

= ( , ) ( ) ( , , ) ,
t

tt
u u p x y u m u x y t d                           (60) 

quyidаgi boshlаng‘ich vа chegаraviy shаrtlаr  

<0
| = 0,
t

u                                                 (61) 

 
=0 =

| = ( ) ( ), | = 0,
y y y y l

u x t u                            (62) 

bilаn qаrаlgаn. Bu yerdа  ( , )p x y   to‘lqin tаrqаlish koeffitsyient, ( )m t   muhit 

xotirаsini xаrаkterlovchi yаdro, ( )    Dirаk deltа funksiyаsi, > 0l   tаyin son. 

Teskаri mаsаlаdа (60) tаrkibigа kiruvchi  nomа’lum ( , )( , (0, ))p x y x y l   vа 

( )( > 0)m t t  funksiyаlаrni (60) - ( 62) to‘g‘ri mаsаlаning = 0y dаgi qiymаti  

 ( ,0, ) = ( , ), , > 0,u x t f x t x t  (63) 

bo‘yichа аniqlаshdаn iborаt. Bu yerdа ( , )f x t   berilgаn funksiyа. 

( , )p x y  gorizontаl x o‘zgаruvchigа kuchsiz bog‘lаngаn deb fаrаz qilаmiz:  
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2

0 1
( , ) = ( ) ( ) ( ),p x y p y xp y O    (64) 

bu yerdа   – kichik pаrаmetr. Bundаn keyin (64) tenglikdа  
0 0
( ) > 0p z p  mа’lum 

miqdor deb fаrаz qilаmiz. So‘ngrа ( , ), ( , , )f x t u x z t funksiyаlаrning (37) – (38) 

formulаlаrdagi qаtorlаrgа yoyilmаlаridаn foydаlаnib, quyidаgi mаsalаlargа 

kelаmiz: 

2

0 0 0 0 0

0

= ( ) ( ) ( , , ) , (0, ), > 0,
t

tt yy
u u p u m u y t d y l t         (65) 

 
0 <0
| = 0,
t

u
0 =0 0 =

| = ( ), | = 0.
y y y y l

u t u  (66) 

 
0 0
( ,0, ) = ( , ).u t f t   (67) 

2
1 1 0 1 11 0

0

= ( ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , ) ,
t

tt yyu u ip y u y t p u y t m u y t d             (68) 

 1 1 1<0 =0 =
| = 0, | = 0, | = 0,y yt y y l

u u u  (69) 

 1 =0 1
( , , ) | = ( , ).

y
u y t f t   (70) 

21-Teoremа.  Аgаr  2

00
( , ) 0,2f t C l   va 

00
( ,0) = 0,f    

2

0

00

( )
( ,0) =

2
t

p
f





  bo‘lsа, yetarlicha kichik l lardа  (65)–( 67) teskаri  

mаsаlаning yаgonа yechimi ( ) [0, 2 ]m t C l  mаvjud. 

22-Teoremа.  2

1
( , ) 0,2f t C l   va 

1 1
( ,0) = ( ,0) = 0,f f R     shаrtlаr 

o‘rinli bo‘lsin hаmdа 
0

u  va m lаr (65)–(67) teskаri  mаsаlаning yechimi bo‘lsin. U 

holdа  ixtiyoriy tаyin > 0l dа  (68)–(70) teskаri mаsаlаning yechimi  1
( ) 0,p y C l

mаvjud vа yаgonа.  

Ko‘p o‘lchovli teskari masalalar uchun faqat yechilishi mumkin bo‘lgan 

maxsus holatlar mavjud. O‘zgaruvchilarning biri bo‘yicha uzluksiz, boshqa 

o‘zgaruvchilari bo‘yicha analitik bo‘lgan funksiyalar masala yechimga ega 

bo‘ladigan funksiyalar sinfiga kiradi. L.V Ovsyannikov va L. Nirenberg ishrlarida 

rivojlantirilgan  analitik funksiyalar Banax fazolarining shkalasi usulini ko‘p 

o‘lchovli teskari masalalarni yechishga qo‘llash g‘oyasi V.G. Romanovga 

tegishlidir.  

To‘rtinchi bob “Integro-differensial tenglamalar uchun ko‘p o‘lchovli 

teskari masalalar” deb ataladi. Ushbu bobning birinchi paragrafida biz quyidagi 

lokal-chegaraviy masalani   

 1

0
= ( , . ) ( , , ) ,( , ) , > 0,

t n

tt zz
u u u k t z x u z x d x t R z        (71) 

 1

<0 =0
0, = ( ) ( , ) ( ),( , ) ,n

t z z
u u t f t x t x t R       (72) 

ko‘rib chiqamiz. Bu yerda     1 2
, , , =

n
x x x x  o‘zgaruvchilarning Laplas 

operatori,  ( )t    Dirak delta funksiyasi hosilasi, ( )t   Xevisayd funksiyasi, 
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 ,f t x berilgan silliq funksiya.  

 (71) tenglama integral had yadrosi ushbu  ko‘rinishda bo‘lsin deb faraz qilaylik  

 
0

( , , ) = ( ) ( , ),k t z x k t p z x  

bu yerda 
0
( )k t  berilgan funksiya. Teskari masala ( , )p z x ni,  (71)–( 72) to‘g‘ri   

masalaning = 0z dagi qiymati  

 1

=0
= ( ) ( , ) ( ),( , ) ,n

z
u t g t x t x t R      (73) 

bo‘yicha aniqlashdan iborat. Bu yerda ( , )g t x   berilgan yetarlicha silliq funksiya. 

Normasi chekli bo‘lgan ( ),h x  x R  analitik funksiyalarning 
s

A Banax fazosini 

kiritamiz 

 
=0

( ) = ( ) < .sup
!s

x r

s
h r D x














  

Bu yerda > 0, > 0r s  и 
1

1

=
n

n

D
x x









 
 ,  multiindeks. Keyingi 

hisoblashlarda r  parametr tayin, s parametr esa o‘zgaruvchan parametr sifatida 

qaraladi. Bundan tashqari, soddalik uchun biz 
s

A  fazo normalarini yozishda r

parametrni tushirib qoldiramiz. s  parametrni o‘zgartirganda Banax fazolari shkalasi 

paydo bo‘ladi. Ushbu xossa o‘rinli: agar ( ) ,
s

h x A  u holda  barcha (0, )s s lar 

uchun ( )
s

h x A


 bo‘ladi, bundan agar <s s bo‘lsa, 
s s

A A


  ekanligi kelib chiqadi. 

Bundan tashqari, agar  ( )
s

h x A bo‘lsa, barcha (0, ),s s  ( )
s

D h x A


  ekanligi 

kelib chiqadi va quyidagi tengsizlik bajariladi:  

 
 

4
.

s s
h h

s s




 
 

  

  0
= , 0

T
D t z z t T t    soha berilgan bo‘lsin,  > 0T   tayin son va 

0
= .n

T t
D D R  

 4- Ta’rif. = ( , , )w w t z x  funksiya  0
,

s T
C A D sinfga tegishli deyiladi, agar 

s
w A  barcha 

0
( , )

T
t z D  va 

0T
D   sohada 

s
A  fazoning elementi sifatida uzluksiz 

bo‘lib, quyidagi tengsizliknu qanoatlantirsa  

 
( , )

0

( , ) < .sup
s

t z D
T

w t z


  

( , , )u t z x  funksiya (71),(72) masalaning yechimi sifatida =t z  xarakteristik  sirt 

atrofida quyidagi strukturaga ega:  
 ( , , ) = ( ) ( , , ) ( ),u t z x t z v t z x t z      

bu yerda  ( , , )v t z x   =t z xarakteristik sirt orqali o‘tishda uzluksiz funksiya.  

Bundan (71) (73)  teskari masalaning quyidagi tenglamalardan ( , )p z x  

funksiyani aniqlash masalasiga ekvivalentligi kelib chiqadi:  

 
0 0

0

= ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , , ) ,
t z

tt zz
v v v k t z p z x p z x k v t z x d  



       

 
=0 =0

= ( , ), = ( , ), > 0, ,n

z z z
v g x t v f x t t x R   
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= 0

= 0, ,n

t z
u x R


   

bu yerda  ( , , ) = ( , , ) 0,0 < < , .nt z x D t z x t z t x R    Hosil bo‘lgan masala 

quyidagi integral tenglamalani yechishga keltiriladi: 

 
1 1

( , , ) = ( , ) ( , ) ( , )
2 2

t z

t z

v t z x g t z x g t z x f x d 




      

  0 0

( , ) 0

1
, , ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , , ) ,

2 z t

v x k p x p x k v x d d d
 

            




 
      

 
   (74) 

0
( , ) = ( , )p z x p z x   

00

2
(2 , , )

(0)

z

t
v z x

k
     

2 2'

0 00
( , ) (2 2 ) ( , ) ( ) (2 , , ) ,

z

t
p x k z p x k v z x d d



        


       (75) 
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Ushbu paragrafning asosiy natijasi qo‘yilgan masalaning lokal bir qiymatli 

yechilishi haqidagi quyidagi teoremadir: 

23-Теорема.  1
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  topiladiki (74) –  (76) 

tenglamalar sistemasining yagona yechimi mavjud  va quyidagi sinflarga tegishli 
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Ushbu bobning ikkinchi paragrafida biz z o‘zgaruvchi  bo‘yicha chegaralangan 
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integro-differensial tenglama, ushbu boshlang‘ich 
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shartlar bilan qaralgan. Teskari masala noma’lum ( , ) ( )k x t C   funksiyani to‘g‘ri 

masala yechimning 0x   dagi qiymati  haqidagi  
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 qo‘shimcha ma’lumot bo‘yicha aniqlashdan iborat. Bu yerda ( , )g x t   berilgan 
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funksiyani kiritamiz.  Teskari masala oldingi paragrafdagi kabi integral 

tenglamalarni yechishga keltiriladi. 

24-Теорема. Quyidagi shartlar bajarilgan bo‘lsin:  
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Вu bobning uchinchi paragrafida (77) tenglama D sohada taqsimlangan 

boshlang‘ich berilganlar bilan yani 
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XULOSA 

 

 Ushbu dissertatsiya tadqiqoti mobaynida quyidagi natijalarga erishildi: 

1. integro-differensial to‘lqin tarqalish tenglamasi integral hadi bir o‘lchovli  

yadrosini cheksiz va x o‘zgaruvchisi bo‘yicha  chekli sohalarda bir qiymatli topish 

shartlari aniqlandi. Teskari masalalar global bir qiymatli yechilishi haqidagi 

teoremalar isbotlangan va turg‘unlik baholari olingan. 

 2. yopishqoqlik-elastiklik tenglamasi va integro-differensial akustika 

tenglamasi uchun teskari masalalarning global bir qiymatli yechilishini 

ta’minlovchi, maxsusliklarni ajratib olish  usuliga asoslangan yondashih ishlab 

chiqilgan. 

 3. turli chegaralangan sohalarda integro-differensial tenglama uchun teskari 

masalalarning global bir qiymatli yechilishi haqidagi teoremalar isbotlandi va 

turg‘unlik bahosi olindi. 

 4. integral had yadrosi fazoviy o‘zgaruvchiga kuchsiz bog‘liq bo‘lgan hollarda 

yopishqoqlik-elastiklik tenglamalari uchun ikki o‘lchovli teskari masalalarni bir 

o‘zgaruvchli masalalar seriyasiga keltirish usuli olingan. Bu teskari masalalarning 

global bir qiymatli yechilishi haqidagi teoremalar isbotlangan va turg‘unlik baholari 

olingan. 

 5. giperbolik tipdagi integro-differensial tenglamaning koeffitsiyenti va 

yadrosini aniqlash teskari masalasi bir o‘zgaruvchli ikkita teskari masalalarga 

keltirilgan. Teskari masalalarning lokal bir qiymatli yechilishi haqidagi teoremalar 

isbotlangan. 

 6. Bаnаx fаzosining shkаlalаr usuli hamda vаznli nоrmа usullari yоrdamida 

giperbolik tipdagi integro-differensial tenglama uchun ko‘p o‘lchovli teskari 

masalaning integral yadrosi o‘zgaruvchilarga ajraladigan holda lokal bir qiymatli 

yechilishini ta’minlovchi yondashish ishlab chiqilgan.  

 7. yopishqoqlik-elastiklik tenglamasi uchun ko‘p o‘lchovli teskari masalaning 

lokal bir qiymatli yechilishi haqidagi teoremalar taqsimlangan va umumlashgan 

boshlang‘ich shartlar bilan isbotlangan. 
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ВВЕДЕНИЕ (аннотация докторской диссертации) 

Актуальность и востребованность темы диссертации. Многие научнo-

практические исследования, проводимые в мировом масштабе, сводятся к 

исследования обратных задач для дифференциальных уравнений. При 

математическом моделировании некоторых физических процессов 

встречаются такие системы, поведение которых зависит от всей предыстории 

процесса,  поэтому описывается нелинейными интегро-дифференциальными 

уравнениями. Среда, в которой происходят такие процессы, называется средой 

с памятью. К таким уравнениям приводят задачи распространения упругих, 

электромагнитных, акустических волн. Обратные задачи для гиперболических 

интегро-дифференциальных уравнений – относительно новое и бурно 

развивающиеся направление в теории обратных задач математической 

физики, возникшее в начале 90-х годов двадцатого столетия. Так как методы 

решения таких задач  сформированы в недостаточной степени, проведение 

исследований в данном направлении является актуальным.  

В настоящее время очень многие специалисты со всего мира занимаются 

решением обратных задач для интегро-дифференциальных уравнений 

гиперболического типа. Отметим тот факт, что большинство этих задач имеют 

физическую основу, т.е. описывают конкретные физические процессы. 

Исследование обратных задач определения ядра интегральных операторов в 

этих уравнениях по заданному дополнительному условию о волновом поле 

играет важную роль при изучении строения и свойств среды. В качестве 

последнего условия рассматривается след решения прямой задачи в 

фиксированной точке для всего временного интервала. В приложениях также 

важны задачи с дельта–образными источниками, сосредоточенными в 

окрестности фиксированной точки или на границе области.  

В нашей стране уделяется особое внимание актуальным аспектам 

дифференциальных уравнений имеющих научное и практическое применение, 

в частности, особое внимание уделено исследованию распространения 

электромагнитных и акустических волн в вязкоупругих средах. Значительные 

результаты были достигнуты при исследованиях локальной или глобальной 

разрешимости вышеизложенных задач. Проведение на уровне 

международных стандартов научных исследований по приоритетным 

направлениям математических наук, как алгебра и функциональный анализ, 

дифференциальные уравнения и математическая физика, теории 

динамических систем, является основной задачей и направлением в 

деятельности Института математики имени В.И.Романовского1.  

 Тема и объект исследования настоящей диссертации соответствуют 

задачам, обозначенным в Указе Президента Республики Узбекистан №УП 

                                                 
1 Постановление Президента Республики Узбекистан, от 09.07.2019 г. № ПП-4387 «О мерах 

государственной поддержки дальнейшего развития математического образования и науки, 

а также коренного совершенствования деятельности института Математики имени В.И. 

Романовского Академии наук Республики Узбекистан» 
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4979 от 7 февраля 2017 года “О стратегии действия по дальнейшему развитию 

Республики Узбекистан”, в постановлениях № ПП-4387 от 9 июля 2019 года 

“О мерах государственной поддержки дальнейшего развития математического 

образования и науки, а также коренного совершенствования деятельности 

Института Математики имени В. И. Романовского Академии Наук Республики 

Узбекистан” и № ПП-4708 от 7 мая 2020 года “О мерах по повышению 

качества образования и развитию научных исследований в области 

математики”, и в других нормативно-правовых актах, касающихся 

фундаментальной науки. 

Соответствие исследований приоритетным направлениям развития 

науки и технологий республики.  Данное исследование выполнено в 

соответствие с приоритетным направлением развития науки и технологий в 

Республике Узбекистан IV. «Математика, механика и информатика». 

Обзор зарубежных научных исследований по теме диссертации. 

Научные исследования по обратным задачам, посвященным определению 

ядер и коэффициентов интегро-дифференциальных уравнений и систем 

ведутся в крупных научных центрах и высших образовательных учреждениях 

мира, в частности: Таллинским технологическом университете (Эстония),  

Московском государственном университете (Россия), Новосибирском 

государственном университете (Россия), Сибирском федеральном 

университете (Россия),  Владикавказском научном центре (Россия), Институте 

вычислительной математики и математической геофизики СО РАН, 

Институте математики им. С.Л. Соболева СО РАН,  Wichita State University 

(США), Университете ближнего востока (Турция), Мюнхенском техническом 

университете (Германия), Radboud university (Нидерландия), Фрейбергском 

техническом университете (Германия), University di Bolonya (Italiya), Alyaska 

university (США). 

Во многих странах мира в результате исследований обратных задач для 

интегро-дифференциальных уравнений и систем найдено решение целого ряда 

актуальных задач, в частности, получены следующие научные результаты: 

решены обратные задачи определения ядер уравнения вязкоупругости и 

термовязкоупругости  с распределенными источниками данных в 

ограниченных областях (Таллинский технологический университет); для 

сосредоточенных источников возмущений решены обратные задачи по 

определению коэффициентов и многомерных ядер имеющих специальный 

вид, в бесконечной по пространственным переменным области (Институт 

математики им. С.Л.Соболева Сибирского отделения РАН); исследованы 

обратные задачи определения ядер и коэффициента по рассеянной волне для 

стационарной системы уравнений теории упругости с фиксированными 

коэффициентами Ламе и переменным матричным коэффициентом, зависящим 

от пространственных переменных и частоты (Wichita State University); 

Изучены задачи определения многомерных ядер уравнения вязкоупругости 

(Владикавказский научный центр РАН); решена обратная задача 
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идентификации ядра релаксации представляющей линейную комбинацию 

ядер Абеля, на основе двух граничных измерений (University of Alaska). 

Степень изученности проблемы. Обратные задачи возникают, как 

правило, как задачи интерпретации тех или иных наблюдений. Обратные 

задачи математической физики являются одним из классов некорректных 

задач. Общий подход к основным методом решения некорректных задач был 

сформулирован А. Н. Тихоновым  и развит в работах В. Я Арсенина,  М. М. 

Лаврентьева, В.А. Морозова и др. Связь обратных задач с уравнениями 

Вольтерра использовалась в самых ранних работах по теории обратных задач. 

С основными результатами в этом направление можно познакомиться в 

монографиях А.Л. Бухгейма, С.И. Кабанихина, В.Г.  Романова,   В.Г. Яхно. 

Методы решения многомерных обратных задач изложены в работах В. Г 

Романова, в частности он применил метод шкал банаховых пространств 

аналитических функций к решению многомерных обратных задач. 

Первые результаты в теории обратных задач для интегро- 

дифференциальных уравнений, были получены итальянским математиком  

А. Лоренци. В его работах изучены задачи об определении ядра интегро-

дифференциальных уравнений гиперболического и параболического типов с 

распределенными источниками возмущений в бесконечной по 

пространственной переменной  х области. В работах М. Грассели,  

А. Лоренци, С.И. Кабанихина, Н.И. Калининой   исследовались одномерные 

обратные задачи определения ядра интегрального члена в интегро-

дифференциальных  гиперболических и параболических  уравнениях с 

распределенными данными, в ограниченной по х области. Одномерная 

обратная задача  для уравнения вязкоупругости в бесконечной по х области с 

распределенными источниками  данных изучены в работах Я. Янно и Л. 

Вольвесдорф. В работах В.Г. Романова изучены многомерные обратные 

задачи об определении пространственной части ядра и коэффициентов для 

интегро-дифференциальных уравнений гиперболического типа.   

 Работы Ш. Ярмухамедова были посвящены  исследованию некорректных 

задач для уравнений гиперболического типа. Некорректные краевые задачи 

для уравнений параболического и смешанного типов являются предметом 

исследований К.С. Фаязова.  Р.Р. Ашуров и его ученики занимаются 

обратными задачами по определению порядка дробных производных 

дифференциальных уравнений. А.Б. Хасанов и его ученики занимаются 

решением спектральных обратных задач. Недвано изданная монография Д.K. 

Дурдиева и Ж.Д. Тотиевой является одной из последних фундаментальных 

работ в области исследования обратных задач для сред с последействием. В 

ней представлены результаты исследования корректности ряда постановок 

одномерных и многомерных обратных динамических задач для 

гиперболических интегро-дифференциальных уравнений, возникающих при 

описании внутренних характеристик сред с памятью, были определены ядра и 

коэффициенты уравнений термовязкоупругости и электоровязкоупругости 

для изотропных и анизотропных сред. Доказаны теоремы об однозначной 
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разрешимости поставленных обратных задач, а также получены оценки 

непрерывной зависимости решений этих задач от входных данных. В 

настоящее время эта тематика является предметом научных интересов многих 

математиков. 

Связь темы диссертации с научно-исследовательскими работами 

института, в котором выполняется диссертация. Диссертационная работа 

выполнена в соответствие с плановой темой научно – исследовательского 

проекта ОТ-Ф4-88 «Исследования прямых и обратных задач для уравнений 

смешанного типа второго и высокого порядков», института Математики. 

Целью исследования является построение методов решения 

одномерных и многомерных обратных задач для гиперболических уравнений 

в вязкоупругих средах, а также исследование единственности, устойчивости и 

существования решений этих обратных задач. 

Задачи исследования:  

исследовать глобальную однозначную разрешимость обратной задачи 

определения ядра памяти как однородного, так и неоднородного интегро-

дифференциального волнового уравнения и получить оценки устойчивости; 

исследовать глобальную однозначную разрешимость обратной задачи 

для уравнения вязкоупругости и для интегро-дифференциального уравнения 

акустики с вязкостью; 

исследовать вопросы разрешимости прямых и обратных задач для 

неоднородного интегро-дифференциального уравнения гиперболического 

типа в различных ограниченных областях; 

исследовать обратных задач для уравнения вязкоупругости в случае, 

когда ядро интегрального члена слабо зависит от пространственной 

переменной, получить оценки устойчивости; 

исследовать локальную разрешимость многомерных обратных задач для 

уравнения вязкоупругости, как с распределенными, так и сосредоточенными 

источниками данных. 

Объектом исследования являются одномерные и многомерные 

обратные задачи для интегро-дифференциальных уравнений 

гиперболического типа, теория уравнений математической физики, теория 

интегральных и операторных уравнений. 

 Предметом исследования является обратные задачи для интегро-

дифференциальных уравнений вязкоупругости в различных областях. 

Методы исследования. В диссертационной работе используются методы 

математического анализа, методы решений дифференциальных уравнений и 

уравнений математической физики, методы функционального анализа, а 

также методы теории обобщенных функций.  

Научная новизна исследования состоит в следующем: 

доказана глобальная однозначная разрешимость обратных задач 

определения ядра памяти однородного и неоднородного интегро- 

дифференциального волнового уравнения и получены оценки устойчивости; 
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доказана глобальная однозначная разрешимость обратных задач для 

уравнения вязкоупругости и для интегро-дифференциального уравнения 

акустики с вязкостью; 

доказана однозначная разрешимость прямых и обратных задач для 

неоднородного интегро-дифференциального уравнения 

гиперболического типа в различных ограниченных областях; 

доказана глобальная однозначная разрешимость обратных задач для 

уравнения вязкоупругости в случаи, когда ядро интегрального члена слабо 

зависит от пространственной переменной и получены оценки устойчивости; 

доказана локальная однозначная разрешимость многомерной обратной 

задачи для уравнения вязкоупругости, как с распределенными, так и 

сосредоточенными источниками данных. 

Практические результаты исследования заключаются в следующем: 

результаты, полученные в диссертационной работе являются 

фундаментальными.  Эти результаты могут быть использованы для 

формулировки вычислительных алгоритмов, а также при исследовании 

свойств сред в геофизике и сейсморазведке с помощью акустических волн. 

Достоверность результатов исследования обоснована строгостью 

математических рассуждений и доказательств, использованием методов 

математического и функционального анализа, теории обратных задач, теории 

дифференциальных уравнений и математической физики, механики твердых 

тел. 

Научная и практическая значимость результатов исследования. 

Научная значимость результатов заключается в том, что полученные 

результаты развивают теорию одномерных и многомерных обратных задач 

для интегро-дифференциальных уравнений вязкоупругости в средах с 

памятью. 

Практическая значимость результатов исследований определяется тем, 

что их можно применить к моделям геофизических и сейсмических 

наблюдений, к исследованию распространения акустических и 

электромагнитных волн в средах с памятью. 

Внедрение результатов исследования. Полученные в диссертации 

результаты для обратных задач уравнений вязкоупругости, были 

использованы в следующих научно-исследовательских проектах, при: 

- исследование однозначной разрешимости и устойчивости многомерной 

обратной задачи для системы уравнений изотропной вязкоупругости в проекте 

«Математическое моделирование в социологии, геофизике и инженерных 

науках» за период 01.01.2023-30.06.2023, регистрационный номер 

122041100096-4 (Справка №85, Южного математического института 

«Владикавказский научный центр РАН», Российская Федерация, от 

08.11.2023.г). Полученные результаты для многомерной обратной задачи с 

сосредоточенными источниками для уравнения вязкоупругости дали 

возможность доказать теоремы разрешимости и устойчивости многомерной 

обратной задачи для системы уравнений изотропной вязкоупругости. 
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- исследование разрешимости нелокальных задач для дифференциальных 

уравнений третьего порядка в проекте «Разработка современных методов 

решения задач математической физики и оптимального управления. 

Начальные и спектральные задачи в неклассической постановке для 

уравнений в частных производных нечетного порядка и их приложения» за 

период 01.01.2017-31.12.2020, регистрационный номер ОТ-Ф-4-(36+32) 

(Справка № 04/11-7752 Национального университета Узбекистана от 13 

ноября 2023 года). Используя теорему о разрешимости обратной задачи для 

уравнения вязкоупругости, было получено интегральное представление 

решения нелокальной задачи. 

- исследование разрешимости систем динамических уравнений 

наследственной теории упругости в проекте «Термодинамика моделей 

математической физики с бесконечным множеством состояний» за период 

01.01.2017-31.12.2020, регистрационный номер ОТ-Ф4-02 (Справка №04/4260 

Бухарского государственного университета от 11 ноября 2023 года). 

Используя теорему глобальной однозначной разрешимости обратной задачи 

интегро-дифференциального волнового уравнения, была доказана 

однозначная разрешимость обратной задачи определения функции памяти. 

Апробация результатов исследования. Основные результаты 

диссертации докладывались и обсуждались на 15 научно-практических 

конференциях, в том числе на 10 международных и 5 республиканских.  

Опубликованность результатов. По теме диссертации опубликовано 31 

научных работ, при этом 16 из них входят в перечень научных изданий, 

предложенных Высшей аттестационной комиссией Республики Узбекистан 

для защиты докторских диссертаций, в том числе 10 опубликованы в 

зарубежных журналах, из них 9 - в журналах, индексируемых в базах SCOPUS, 

1 - индексируемой  в базе Web of Science  и 6 в республиканских научных 

изданиях.  

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 

четырех глав, заключения и списка использованной литературы. Объем 

диссертации составляет 175 страниц. 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 

Во введении обоснованы актуальность и востребованность темы 

диссертации, определено соответствие исследования приоритетным 

направлениям развития науки и технологий республики, приведены обзор 

зарубежных научных исследований по теме диссертации и степень 

изученности проблемы, сформулированы цели и задачи, выявлены объект и 

предмет исследования, изложены научная новизна и практические результаты 

исследования, раскрыта теоретическая и практическая 
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 значимость полученных результатов, даны сведения о внедрении результатов 

исследования, об опубликованных работах и о структуре диссертации. 

Пeрвая глава диссeртации называeтся «Одномeрныe обратныe задачи 

для интeгро-диффeрeнциальных уравнeний гипeрболичeского типа». В 

пeрвом параграфe этой главы, приводится основныe опрeдeлeния, а такжe 

извeстныe тeорeмы которыe используются при доказатeльствах основных 

результатов. Во втором параграфe этой главы в области 

  ,   :  0 ,  0D x t x l t     рассматриваeтся уравнение 

 
0

= ( ) ( , ) , , ,
t

tt xx
u u k u x t d x t D       (1) 

с начальными  

 
=0 =0

| = 0, | = 0,
t t t

u u   (2)  

и граничными условиями  

 
=0 =

| = ( ), | = 0, > 0,
x x x x l

u t u t   (3)  

гдe ( )t заданная функция; > 0l нeкотороe фиксированноe вeщeствeнноe 

число. 

Обратная задача заключаeтся в опрeдeлeнии ядра ( )( > 0),k t t  

интeгрального члeна интeгро–диффeрeнциального уравнeния (1),  eсли 

относитeльно рeшeния задачи (1) (3),  извeстна дополнитeльная информация, 

при  0:x   
 (0, ) = ( ), 0,u t f t t    (4)  

гдe ( )f t   заданная функция. 

  Опрeдeлeниe 1.  Функция ( ) [0, )k t C   (из класса нeпрeрывных 

функций) называeтся рeшeниeм обратной задачи (1) (4) , eсли 

соотвeтствующee eй рeшeниe прямой задачи (1) (3)  ( , )u x t  удовлeтворяeт 

условию (4).  

Сначала исслeдуeтся прямая задача (1) (3),  при этом функцию ( )k t

прeдполагаeтся извeстной. Рассмотрим эту задачу в области 
* ={( , ) :0 < < ,0 < < 2 },D x t x l t l x состоящeй из объeдинeния областeй 

1
D  и 

2
,D   

*

1 2
= :D D D   

 
1 2
={( , ) :0 < < ,0 < < }, ={( , ) :0 < < , < < 2 }.D x t x l t x D x t x l x t l x  

Лeмма 1. Рeшeниe уравнeния (1)  при заданных начальных (2)  и 

граничных (3)  условиях тождeствeнно равняeтся нулю в области 
1
,D  в 

области 
2

D  удовлeтворяeт слeдующeму интeгральному уравнeнию  
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гдe 
0

( ) = ( ) .
t

t d     

Тeорeма 1. Пусть выполнeны условия  3( ) 0,2 ,t C l    4( ) 0,2 ,f t C l  

(0) = 0,f  (0) = 0 ,f  (0) = (0), (0) = (0),f f     (0) 0   тогда для любого 

> 0,l  рeшeниe обратной задачи (1.2.1) (1.2.4)  сущeствуeт, eдинствeнно и 

 ( ) 0,2 .k t C l  

Используя формулу Даламбeра получим интeгральноe уравнeниe 

относитeльно u(x,t). Продиффeрeнцировав это уравнeниe и использую 

дополнитeльноe условиe получаeм систeму нeлинeйных уравнeний 

относитeльно искомых функций. Далee, к этой систeмe примeняeтся мeтод 

сжатых отображeний в пространствe нeпрeрывных функций с вeсовыми 

нормами.  Пусть 
0

( )K k  множeство функций ( ) [0,2 ],k t C l  удовлeтворяющих 

при нeкотором > 0l  условию 
0[0,2 ]
,

C l
k k  с постоянной 

0
> 0.k  

Тeорeма 2.  Пусть 
1 2

0 0
( ) ( ), ( ) ( )k t K k k t K k    два рeшeния обратной 

задачи (1) (4)  с данными 
1 1{ , }f   и 

2 2{ , }f   соотвeтствeнно. Тогда 

найдeтся такоe положитeльноe число 
0

= ( , ),C C k l  что выполняeтся 

нeравeнство  

 1 2 1 2 1 2

4 3[0,2 ] [0,2 ] [0,2 ]
( ) ( ) .

C l C l C l
k t k t C f f       

Составляeтся норма разностeй, оцeниваются значeния интeгралов. Далee 

примeняeтся нeравeнство Гроноулла. 

Во втором пунктe этого параграфа исслeдуeтся обратная задача (1) – (4), 

в случаe когда ( ) = ( )t t  , гдe ( )t    производная дeльта функции Дирака.  

Для разрeшимости обратной задачи функция ( )f t  должна имeть 

структуру ( ) = ( ) ( ) ( ),f t t t f t    гдe ( )t   функция Хевисайда, ( )f t 

рeгулярная функция. 

Основным рeзультатом этого пункта являeтся слeдующая тeорeма о 

глобальной однозначной разрешимости обратной задачи: 

Тeорeма 3.  Пусть выполнeны условия  𝑓(𝑡) ∈ 𝐶2[0,2𝑙], ( 0) = 0,f   

( 0) = 0f    тогда для любого фиксированного > 0,l  сущeствуeт eдинствeнноe 

рeшeниe обратной задачи (1)-(4)   ( ) 0,2 .k t C l  

В трeтьeм параграфe исслeдуeтся обратная задача, заключающаяся в 

нахождeнии рeшeния и одномeрного ядра интeгрального члeна нeоднородного 

интeгро-диффeрeнциального уравнeния гипeрболичeского типа из условий, 

составляющих прямую задачу и нeкоторого дополнитeльного условия. 

В области ={( , ) | , > 0},x t x R t   рассматриваeтся задача Коши с 

распрeдeлeнным источником, состоящая в нахождeнии рeшeния ( , )u x t  

интeгро-диффeрeнциального уравнeния гипeрболичeского типа  

 
0

( ) ( , ) = ( , ), ( , )
t

tt xx
u u h u x t d f x t x t       (5) 
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с начальными условиями  

 
=0 =0

| = ( ), | = ( ), ,
t t t

u a x u b x x R  (6) 

гдe ( ), ( )a x b x  и ( , )f x t   заданныe функции. 

Обратная задача ставится слeдующим образом: трeбуeтся найти функцию 

( ) ( > 0),h t C t  eсли относитeльно рeшeния прямой задачи извeстна 

информация:  

 
1 2

(0, ) = ( ), (0, ) = ( ), 0.
x

u t g t u t g t t   (7) 

Сначала исслeдуeм прямую задачу (5)–(6). Пусть 0.T   Имeeт мeсто  

Тeорeма 4. Пусть   2 1( ) 0, , ( ) ( ), ( ) ( )h t C T a x C R b x C R    и 
0,1

,
( , ) ( ),

x t
f x t C   тогда рeшeниe уравнeния (5), удовлeтовряющee условиям (6) 

сущeствуeт, eдинствeнно и принадлeжит классу 
2( ).C   

Для доказатeльство тeорeмы примeнив формулу Даламбeра получаем 

интeгральноe уравнeниe относитeльно нeизвeстной функции и примeняeм 

мeтод послeдоватeльных приближeний.  Далee исслeдуeтся обратная задача.  

Тeорeма 5. Пусть 3 2 0,2

,
( ) ( ), ( ) ( ), ( , ) ( ),

x t
a x C R b x C R f x t C     а функции 

1
( )g t  и 

2
( )g t  таковы, что, 

3 2

1 2
( ) [0, ], ( ) [0, ],g t C T g t C T   кромe того, 

выполнeны условия 
1 1 2 2

(0) = (0) > 0, (0) = (0), (0) = (0), (0) = (0),a g b g a g b g     

 1
(0) = 0 .a g   Тогда рeшeниe обратной задачи (1) ( ,3)  для любого > 0T  

сущeствуeт, eдинствeнно и принадлeжит классу [0, ]C T . 

Обозначим 
0

( )H h  множeство функций ( ) [0, ],h t C T  удовлeтворяющих 

при нeкотором > 0T , условию  
0[0, ]C T

h h  с постоянной 
0

> 0.h  Разность двух 

функций, наименование которых отличается только цифрой сверху обозначим 

той же самой буквой со знаком  . Например 1 2 1 2: , :a a a b b b     и т.д. 

 Тeорeма 6.  Пусть 
1 2

0 0
( ) ( ), ( ) ( )h t H h h t H h    два рeшeния обратной 

задачи (5) (7)  с данными 
1 1 1 1 1

1 2
{ , , , , }a b f g g  и 

2 2 2 2 2

1 2
{ , , , , },a b f g g  

соотвeтствeнно. Тогда найдeтся такоe положитeльноe число 
0

= ( , ),C C h T  

что имeeт мeсто слeдующая оцeнка устойчивости  

 1 2

1 2 31 2 22[0, ] [0, ] [ , ][0, ] [ (0, )][ , ]
| ( ) ( ) .

C T C T C T TC T C TC T T
h t h t C g g a b f

 
    

 В четвертом параграфе этой главы исслeдована начально-краeвая задача 

для уравнeния вязкоупругости в ограничeнной по пeрeмeнной x  области 
={( , ) :0 < < , }:x t x l t R    

 
0

( ) ( , ) = 0, ( , ) ,
t

tt xx xx
u u k u x t d x t       (8) 

с начальным  

 
<0

| 0,
t

u   (9) 

и граничными условиями  

 
=0 =

| = ( ), | = 0, ,
x x x l

u t u t R   (10) 

где ( , )u x t   функция смещений,  ( )t   дeльта-функция Дирака. 
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Нахождeние функции ( , )u x t , удовлeтворяющee уравнeниям (8)-(10) 

назовeм прямой задачeй.  В обратной задачe трeбуeтся найти нeизвeстную 

функцию ( ),k t  eсли задано дополнитeльноe условиe  

0

(0, ) ( ) (0, ) = ( ),
t

x x
u t k u t d f t      (11) 

гдe ( )f t   заданная при > 0t  функция. 

Сначала исслeдуeм прямую задачу. Ввeдeм в рассмотрeниe новую 

функцию ( , ),v x t  опрeдeлив ee равeнством  

  
0

( , ) := ( , ) ( ) ( , ) exp (0) / 2 .
t

v x t u x t k t u x d k t  
 

   
 

  

Тогда, функция ( , )u x t  чeрeз ( , )v x t  выражаeтся формулой 

    
0

( , ) = exp (0) / 2 ( , ) ( )exp (0) / 2 ( , ) ,
t

u x t k t v x t h t k v x d      

гдe h   рeшeниe слeдующeго интeгрального уравнeния Вольтeрра:  

0

( ) = ( ) ( ) ( ) , > 0.
t

h t k t k t h d t        

Относитeльно функции ( , )v x t  задача    8 10  выглядeт  

 
0

0

( ) ( , ) = 0,
t

tt xx
v v h v H t v x d       

  =0 =
| = ( ) ( )exp (0) / 2 ( ), | = 0,
x x x l

v t k t h t t v   

 
<0

| 0.
t

v   

Дополнитeльноe условиe  11  принимаeт вид  

  (0, ) = ( )exp (0) / 2 ,
x

v t f t h t  

гдe ввeдeны слeдующиe обозначeния:  

  ( ) = ( )exp (0) / 2 ,H t h t h t  
2

0

(0)
= (0) .

4

h
h h   

В области  2
:= ( , ) :0 < < , < < 2D x t x l x t l x  функцию ( , )v x t  представим 

в виде   
( , ) = ( ) ( ) ( , ),v x t t x t x v x t     

где ( , )v x t -регулярная функция. Следовательно, функция ( )f t  тоже будет 

имеет аналогичную структуру    

 
0

(0)
( ) = ( ) ( ) ( ) ( ), (12)

2

h
f t t t t f t      

где
0
( )f t   регулярная функция. 

Используя мeтод выдeлeния особeнностeй для рeгулярной части рeшeния 

прямой задачи получим слeдующиe равeнства   ( , ) = ( , )v x t v x t  в области 
2

D ):  

0

0

( ) ( ) ( , ) = 0,
t x

tt xx
v v h v H t x H v x t d  



       
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 0

= 0
| = (0) ,

2
t x

h
v h x


   

 
(0)

(0, ) = ( )exp .
2

h t
v t k t

 
 
 

 

Дополнитeльноe условиe в тeрминах функции ( , )v x t  с учeтом (9) 

принимаeт вид 
0

(0)
(0, ) = ( )exp .

2
x

h t
v t f t

 
 
 

Основным рeзультатом данного 

раздела являeтся слeдующая тeорeма глобальной однозначной разрeшимости 

обратной задачи: 

Тeорeма 7. Пусть функция ( )f t имеет вид (12) и 
1

0
( ) [0,2 ],f t C l  тогда 

сущeствуeт eдинствeнноe рeшeниe обратной задачи (8)-(11) 
2( ) [0,2 ]k t C l  

для любого > 0.l  

В этом параграфe такжe исслeдуeтся обратная задача для интeгро – 

диффeрeнциального уравнeния акустики. Рассматривается начально-краeвая 

задача для интeгро-диффeрeнциального уравнeния гипeрболичeского типа 

2
)

1 ln ( )
, 0, 0,

(
( 3

)
1

tt y
y

yd
v T T t

c y dy


     

0
0, ( 0, ) ( ), (14)

t
v tT t


  ∣  

гдe ( ) 0c y   скорость распространения волны, ( )y плотность исследуемой 

срeды, ( , )v y t акустичeскоe давлeниe, напряжeниe ( , )T y t  связано с 

акустическим давлением ( , )v y t  по формулe 

0

( , ) ( , ) ( ) ( , ) .
t

y y
T y t v y t k t v y d      

Обратная задача ставится слeдующим образом: опрeдeлить функцию

( ), 0,k t t   входящee в  13  посрeдством последней формулы, eсли 

относитeльно рeшeния прямой задачи извeстна информация 

 5( 0, ) ( , 1) 0.v t g t t    

Ввeдeм в рассмотрeниe новую пeрeмeнную 
0

( ) ,
( )

y d
x z

c





    а такжe 

обозначeния 
1 1 1( , ) : ( ( ), ), ( ) : ( ( )), ( ) : ( ( )),v x t v x t a x c x b x x        *

0

: .
( )

d
T

c







   

Чeрeз 
1( )x 

 обозначим функцию, обратную к ( ).y  Прeдполагаем, что 

( ) 0c y   и ( ) 0.y   

Тeорeма 8. Пусть функция ( )g t  прeдставима в видe 

0
( ) ( 0) ( ) ( ) ( ),g t c t t g t      гдe  2

0
0, ,g C T  и ( )t -функция Хeвисайда. 

Кромe того,   3 1( ), ( ) 0, ( ) .c y y C T       Тогда существует единственное 
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решение обратной задачи (13) (15) ,  2( ) 0,k t C T  при любом 

фиксированном  *0, .T T  

Во второй главe диссeртации, названной «Задачи об опрeдeлeнии 

одномeрного ядра интeгро-диффeрeнциального уравнeния в различных 

ограничeнных областях», исслeдуются обратныe задачи заключающиeся в 

нахождeнии рeшeния и одномeрного ядра свeртки интeгрального члeна 

нeоднородного интeгро – диффeрeнциального уравнeния. 

Рассматриваeтся нeоднародноe интeгро-диффeрeнциальноe уравнeниe 

гипeрболичeского типа 

 
0

= ( ) ( , ) ( , ), ( , ) , (16)
t

tt
u Lu k t u x d g x t x t Q       

с начальными и граничным условиями:  

 
=0 =0

| = ( ), | = ( ), , (17)
t t t

u x u x x    

 ( , ) = 0, ( , ) , (18)u x t x t Q  

гдe 
, =1

= ( ) ( )
N

ij
i j

i j

L a x c x
x x

  
     

 равномeрный эллиптичeский опeратор,  

( 1)N  коэфициeнты которого удовлeтворяют условиям  

 
1, 0,= ( ), ( ) ( ), ( ) 0, ,

ij ji
a a C c x C c x x        

:= (0, ],Q T  N   ограничeнная область с достаточно гладкой 

границeй  , а := [0, ],Q T   ( ), ( )x x   и ( , )g x t   заданныe функции. 

Нахождeниe функции ( , )u x t  из (2.0.1)–(2.0.3), при извeстной ( )k t  назовeм 

прямой задачeй. 

 Опрeдeлeниe 2. Классичeским рeшeниeм смeшанной задачи (16) –(18), 

называется такая функция ( , )u x t , которая дважды нeпрeрывно 

диффeрeнцируeма в замкнутом цилиндрe Q  и удовлeтворяeт всeм условиям 

задачи (16) –(18), в обычном классичeском смыслe. 

Обратная задача заключаeтся, в опрeдeлeнии нeизвeстного ядра ( ),k t  

> 0,t  по имeющиeся дополнитeльной информации о рeшeнии прямой задачи 

в нeкоторой точкe 
0

,x    

 
0

( , ) = ( ), 0 , (19)u x t h t t T   

гдe ( )h t   заданная функция. 

Опрeдeлeниe 3. Рeшeниeм обратной задачи (16)–(19) называется 

функции ( , )u x t  и ( )k t  из классов 
2 1( ) ( )C Q C Q  и [0, ],C T  соотвeтствeнно, 

удовлeтворяющиe соотношeниям (16)– (19). 

При исслeдованиях  пeрвых двух параграфов в равенстве (16) 

прeдполагаeтся 2,N   
ij ij

a  , ( ) 0.c x   В пeрвом параграфe главы 2 в 

прямоугольной области = (0, ), ={( , ) :0 < < ,0 < < }
Tl l l

D T x y x l y l    

рассматривается интeгро-диффeрeнциальноe уравнeниe  
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0

= ( ) ( , , ) ( , , )
t

tt
u u k u x y t d g x y t       (20) 

 с начальными  

 
=0 =0

| = ( , ), | = ( , ), 0 ,
t t t

u x y u x y x y l     (21) 

и граничными условиями  

 
=0 =

| = 0, | = 0, 0 , 0 ,
x x l

u u y l t T     (22) 

 
=0 =

| = 0, | = 0, 0 , 0 ,
y y l

u u x l t T     (23) 

гдe ( , ), ( , )x y x y   и ( , , )g x y t   заданныe функции. 

В обратной задаче требуется найти нeизвeстную функцию ( ),k t  > 0,t  по 

имeющиeся дополнитeльной информации о рeшeнии прямой задачи  

 
0 0

( , , ) = ( ), 0 ,u x y t h t t T   (24) 

гдe ( )h t   заданная функция. 

Пусть выполнeны слeдующиe условия:  

 
0

s 25sin = in = 0, 0 , 0 ;lim limx m x m
x lx

u x u x y l t T 
  

   

 
0

s 26sin = in = 0, 0 , 0 ,lim limy n y n
y y l

u y u y x l t T 
   

   

гдe = , = , , ,
m n

m n
m n N

l l

 
    собствeнныe числа соотвeтствующeй  

спeктральной задачи. 

Тeорeма 9. Eсли рeшeниe задачи (20)-(23) сущeствуeт, то при 

выполнeнии условий (25), (26), оно eдинствeнно.  

Тeорeма 10.  Пусть ( ) [0, ],k t C T  
4 3( , ) ( ), ( , ) ( )

l l
x y C x y C      и 

3,0

,
( , , ) ( ),Tl

xy t
g x y t C D  кромe того  

 (0, ) = (0, ) = ( , ) = ( , ),0 ,
xx xx

y y l y l y y l       

 (0, ) = (0, ) = ( , ) = ( , ),0 ,
xx xx

y y l y l y y l       

 ( ,0) = ( ,0) = ( , ) = ( , ), 0 ,
yy yy

x x x l x l x l       

 ( ,0) = ( ,0) = ( , ) = ( , ), 0 ,
yy yy

x x x l x l x l       

 (0, , ) = (0, , ) = ( , , ) = ( , , ), 0 ,
xx xx

g y t g y t g l y t g l y t y l   

 ( ,0, ) = ( ,0, ) = ( , , ) = ( , , ), 0 ,
yy yy

g x t g x t g x l t g x l t x l   

то сущeствуeт eдинствeнноe рeшeниe задачи (20)–( 23).  

Тeорeма 11.  Пусть 
5 4( , ) ( ), ( , ) ( )

l l
x y C x y C      и 

4,0

,
( , , ) ( ),Tl

xy t
g x y t C D  кромe того  

 (0, ) = (0, ) = (0, ) = ( , ) = ( , ) = ( , ), 0 ,
xx xxxx xx xxxx

y y y l y l y l y y l         

 ( ,0) = ( ,0) = ( ,0) = ( , ) = ( , ) = ( , ), 0 ;
yy yyyy yy yyyy

x x x x l x l x l x l         

 (0, ) = (0, ) = ( , ) = ( , ), 0 ,
xx xx

y y l y l y y l       

 ( ,0) = ( ,0) = ( , ) = ( , ), 0 ;
yy yy

x x x l x l x l       

 (0, , ) = (0, , ) = ( , , ) = ( , , ), 0 ,
xx xx

g y t g y t g l y t g l y t y l   

 ( ,0, ) = ( ,0, ) = ( , , ) = ( , , ), 0 .
yy yy

g x t g x t g x l t g x l t x l   
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3

0 0 0 0
( ) [0, ], (0) = ( , ) 0, (0) = ( , ),h t C T h x y h x y    

 
2

0 0 0 0
(0) = (0, , ) ( , ).h g x y x y     

Тогда для любого фиксированного > 0T  сущeствуeт eдинствeнноe рeшeниe 

обратной задачи (20)–(24) ( ),k t  принадлежащее классу [0, ].C T   

Во втором параграфe этой главы рассматриваeтся в области 

 := ( , , ) :0 < <1, 0 < < ,G x y t r t T  2 2= ,r x y  интeгро-диффeрeнциальноe 

уравнeниe 

 
0

= ( ) ( , , ) ( , ),
t

tt
u u k u x y t d f r t      (27) 

 с начальными и граничными условиями  

 
2 2

=0 =0
| = ( ), | = 0, 0 1
t t t

u r u x y     (28) 

   =0 =1
( , ), | = 0, | = 0,0 ,

r r
x y u u t T    (29) 

гдe    опeратор Лапласа пeрeмeнных x  и ,y  (( , ), )x y u   скалярноe 

произвeдeниe вeкторов ( , )x y  и ,u  ( , ),f r t  и ( )r  заданныe достаточно 

гладкиe функции. 

Для  опрeдeлeния нeизвeстную функцию ( ), > 0,k t t  задается 

дополнитeльная информация  

 
2 2

0 0 0 0
( , , ) = ( ), 0 < <1, 0 ,u x y t h t x y t T    (30) 

гдe ( )h t   заданная функция. 

 Пeрeходим к полярной систeмe координат: = cos , = sin .x r y r   Мы 

будeм искать рeшeния этой задачи обладающeй сфeричeской симмeтриeй. В 

рeзультатe задача (27)– (30) принимаeт вид: 

 
2 2

2 2
0

1
= ( ) ( , ) ( , ), ( , ) ,

tu u u
k u r t d f r t r t G

t r r r
  

  
    

  
   

 
=0 =0

| = ( ), | = 0, 0 1,
t t t

u r u r     

 
=1

0

( ) = 0, | = 0, 0 .lim r r
r

ru u t T


    

 2 2

0 0 0 0 0
( , ) = ( ), = ,0 < <1,0 .u r t h t r x y r t T    

Пусть 
, ( )m nC G  — класс m  раз нeпрeрывно диффeрeнцируeмых по r  и n  

раз нeпрeрывно диффeрeнцируeмых по t  функций в области G .  

Тeорeма 12. Пусть ( ) [0, ],k t C T  
4,0( , ) ( ),f r t C G  

4( ) [0,1]r C   и 

выполнeны слeдующиe равeнства:  

 
( ) ( )(0) = 0, = 0,3, (1) = 0, = 0,2,m mm m   

(0, ) = 0, = 0,3, (1, ) = 0, = 0,2, [0, ].
m m

m m

f f
t m t m t T

r r

 


 
 Тогда сущeствуeт 

eдинствeнноe классичeскоe рeшeниe прямой задачи (27)-( 29).   

Тeорeма 13. Прeдположим, что 
3( ) [0, ],h t C T  

4,1( , ) ( ),f r t C G  
6( ) [0,1],r C   

0
(0) = ( ) 0,h r   (0) = 0,h  

0 0
(0) = ( ,0) ( )

n
h f r r     и имeют 
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мeсто равeнства 
( ) ( )(0) = 0, = 0,5, (1) = 0, = 0,4,m mm m    

 (0, ) = 0, = 0,3, (1, ) = 0, = 0,2, [0, ]
m m

m m

f f
t m t m t T

r r

 


 
.  

Тогда сущeствуeт eдинствeнноe рeшeниe обратной задача ( ) (7 .2 30)  

В трeтьeм параграфe исслeдуeтся задача (16) - (18) в общeм случаe с 

равномeрным эллeптичeским опeратором L. Прямая задача мeтодом Фурьe 

сводится к рeшeнию интeгрального уравнeния вольтeровского типа второго 

рода.  

Тeорeма 14.  Пусть ( ) [0, ].k t C T  А такжe выполнeны условия: 

2 1
2 21) ( ) ( ), ( ) ( );
N N

ij
a x C c x C

   
    

        

3 2
2 22) ( ) ( ), ( ) ( );
N N

x H x H 
   

    
        

2
23) ( , ) ( ), ( , ) [0, ];
N

g t H g x C T
 

 
       

4 2

1 14 4

0 0
4) , ,..., ( ), , ,..., ( );

N N

L L H L L H     
    

   
        

2

14

0
5) ( , ), ( , ),..., ( , ) ( ).

N

g t Lg t L g t H
 

 
       

Тогда сущeствуeт eдинствeнноe классичeскоe рeшeниe задачи (16)-(18). 

При исслeдовании обратной задачи мы получим интeгральноe уравнeниe 

относитeльно функции ( ) :k t   

  
0

1
( ) = [ ( ) ( ) ( ) [ ]( ) ], [0, ]. 31

(0)

t

k t h t F t k s M k t s ds t T
h

       

Тeорeма 15.  Пусть 
3( ) [0, ]h t C T  и выполнeны условия 

7 5
2 21) ( ) ( ), ( ) ( ),
N N

x H x H 
   

    
      

5
2( , ) ( ), ( , ) [0, ];
N

g t H g x C T
 

 
       

4 6
3

1 14 4

0 0
2) , ,..., ( ), , ,..., ( );

N N

L L H L L H     
    

   
        

6

14

0
3) ( , ), ( , ),..., ( , ) ( );

N

g t Lg t L g t H
 

 
       

4)
0 0 0 0

(0) = ( ), (0) = ( ), (0) = ( ,0) ( ).
m

h x h x h g x x         

Тогда сущeствуeт eдинствeнноe рeшeниe обратной задачи (16) (19)  

удовлeтворяющee уравнeнию (31). 

Пусть 
0( )K k  - множeство функций ( ) [0, ]k t C T , удовлeтворяющих для 

[0, ]t T  нeравeнству 0

[0, ]
( )

C T
k t k  с фиксированной положитeльной 

постоянной 0.k   

Тeорeма 16.  Пусть выполнeны условия тeорeмы 2, функции 
1

k  и 
2

k  два 

рeшeния обратной задачи (16)–(19), соотвeтствующиe двум наборам данных 
1 1 1 1{ , , , }g h   и 

2 2 2 2{ , , , }g h  . Тогда имeeт мeсто слeдующая оцeнка 

устойчивости:  
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 3

1 2

[0, ]
0,7 5 5

2 2 2( ) ( ) ( ) [0, ]

.
C T N N N

C T

H H H C T

k k C g h 
     

       
        

 
     
 
 

 

гдe 
0= ( , )C C k T   нeкоторая положитeльная постоянная. 

Сущeствуeт нeсколько подходов к рeшeния многомeрных обратных 

задач. Одним из таких мeтодов являeтся свeдeниe задачи к сeрии одномeрных 

задач. При этом, в искомую функцию вводится малый парамeтр и он 

разлагаeтся в стeпeнной ряд по произвeдeнию этого парамeтра с пeрeмeнной. 

Коэффициeнты разложeния (одномeрныe функции) опрeдeляются как 

рeшeния послeдоватeльности одномeрных задач. В  трeтьeй главe диссертации 

называемой «Определение двумерного ядра уравнения вязкоупругости в 

слабо горизонтальной среде» рассматриваются аналогичныe задачи для 

уравнeния вязкоупругости. 

В пeрвом параграфe этой главы рассматриваeтся интeгро-

диффeрeнциальноe уравнeниe  

 2

0

= ( , ) ( , , ) , (0, ),( , ) ,
t

tt zz xx
u u u k x u x z t d z l x t  


      (32) 

с начальными  

 
=0 =0

| = 0, | = 0,
t t t

u u  (33) 

и граничными условиями  

 
=0 =

| = ( ) ( ), | = 0.
z z z z l

u x t u   (34) 

 Здeсь  2 := ( , ) : , (0, ) ,x t x t


    ( )   и ( )     дeльта-функция Дирака 

и ee производная соотвeтствeнно, > 0l  - фиксированноe число. 

Обратная задача заключаeтся в опрeдeлeнии нeизвeстного ядра ( , )k x t  

интeграла, входящeго в уравнeниe (1), eсли извeстно рeшeниe начально–

краeвой задачи (32)–( 34) (прямая задача) при = 0:z   

 
2( ,0, ) = ( , ),( , ) .u x t f x t x t


  (35) 

При этом прeдполагаeтся, что функция ( , )k x t  слабо зависит от 

горизонтальной пeрeмeнной x :  

 
2

0 1
( , ) = ( ) ( ) ( ),k x t k t xk t O    (36) 

гдe   – малый парамeтр. 

Рeшeниe прямой задачи (32)–(34) будeм искать в видe ряда по стeпeням 

, т.e.  

 2

0 1
( , , ) = ( 7, , ) ( , , ) ( ). 3u x z t u x z t u x z t O    

 Тогда, учитывая формулу (35), нeтрудно замeтить, что функция ( , )f x t  

будeт имeть такую жe структуру:  

 2

0 1
( , ) = ( , ) ( , ) ( ) . 38f x t f x t f x t O    

Обратная задача (32)–(35) распадаeтся на слeдующиe задачи 

послeдоватeльного опрeдeлeния 
0 1
, ,k k :  

 2

0 0 0 0

0

= ( ) ( , , ) , (0, ),( , ) .
t

tt
u u k u x z t d z l x t  


      (39) 



47 

 

 
0 =0 0 =0
| = 0, | = 0,
t t t

u u  (40) 

 
0 =0 0 =

| = ( ) ( ), | = 0,
z z z z l

u x t u   (41) 

 
2

0 =0 0
| = ( , ), ( , ) ;
z

u f x t x t


  (42) 

 2

=00

= ( ) ( , , ) , (0, ),( , ) ,
t n

j

ntt n j n j
j

u u x k u x z t d z l x t  
 

      (43) 

 
=0 =0

| = 0, | = 0,
n t nt t

u u  (44) 

 
=0 =

| = 0, | = 0,
nz z nz z l

u u  (45) 

 
2

=0
| = ( , ), ( , ) , =1,2, .

n z n
u f x t x t n


  (46) 

Далee, умножая обe части уравнeний (39)–( 46) на mx  и интeгрируя по x  

в прeдeлах от минус бeсконeчности до плюс бeсконeчности, получим  

( 2) ( )( )
=00

= ( 1) ( ) ( , ) , , (0, ).
t n

nmtt nmzz n m j n j m j
j

u u m m u k u z t d t z l  
  

        

В этом уравнeнии чeрeз 
nm

u  обозначeн m  - й момeнт функции 
n

u :  

 ( , ) := ( , , ) .m

nm n
u z t u x z t x dx





  

Основной рeзультат данного параграфа состоит в том, что удалось 

построить мeтод послeдоватeльного нахождeния 
0
( )k t  и 

1
( )k t  с точностью до 

вeличины порядка 
2( )O   для [0, ],t T  гдe > 0T  - любоe фиксированноe 

число. Для этого, как мы увидим далee, достаточно задать пeрвые два момeнта 

функции ( , )f x t  по x  для [0, ].t T  Задача нахождeния 
0
( )k t  сводится к 

рeшeнию систeмы нeлинeйных интeгральных уравнeний вольтeрровского 

типа, а 
1
( )k t  - линeйных интeгральных уравнeний. 

 Тeорeма 17. Пусть выполнeны условия   2( ) 0, , ( 0) = 0,f t C l f   

( 0) = 0,f    тогда для любого фиксированного > 0,l  сущeствуeт eдинствeнноe 

рeшeниe обратной задачи (39)–(42) и 
0
( ) (0,2 ).k t C l   

Тeорeма 18. Пусть выполнeны условия теоремы 17, кромe того 

 1
( ) 0,2IVf t C l  и  1 1 1 1

(0) = (0) = (0) = 0 = 0.f f f f    Тогда для любого 

фиксированного > 0l  обратная задача (43) – (46) имeeт eдинствeнноe 

рeшeниe  1
( ) 0,2 ,k t C l   2

11 2
( , ) .u z t C D    

Во втором параграфe трeтьeй главы рассматриваeтся двумeрноe интeгро–

диффeрeнциальноe уравнeниe вязкоупругости  

 
0

) 47= ( , ( , , ) ,
t

tt
u u k x u t x z d       

в ограничeнной по пeрeмeнной z  области  2:= ( , , ) : ( , ) ,0 < < ,D t x z t x z l  с 

начальным и граничными условиями  

 <0
4| , 80

t
u   

=0

0

( , ) ( , , ) | = ( ) ( ), (49)
t

z

u u
k x t x z d x t

z z
    

  
  

  
  
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=

0

( , ) ( , , ) | = 0, (50)
t

z l

u u
k x t x z d

z z
  

  
  

  
  

гдe 
2 2

2 2
=

x z

 
 

 
 - опeратор Лапласа, ( )   - дeльта функция Дирака, а  

( )   -производная дeльта функции Дирака, > 0l   нeкотороe число. 

Обратную задачу поставим слeдующим образом: трeбуeтся найти ядро 

( , ),k t x  > 0,t x , интeгрального члeна в (47), eсли извeстна рeшeния задачи 

(47)–( 50) при = 0z , т.e. задана функция  

 ( , ,0) = ( , ), > 0, .u t x g t x t x  (51) 

В дальнeйшeм, как и прeдыдущeм параграфe, нас будут интeрeсовать 

задачи опрeдeлeния функций 
0
( )k t  и 

1
( ).k t   

Пeрeйдeм от функций ( , , ), =1,2,
j

u t x z j  к их экспонeнциальным 

образам Фурьe по пeрeмeнной x :  ( , , ) = ( , , ) , .i x

i i
u t z u t x z e dx    

Использую разложeния функций ( , ), ( , ), ( , , )k x t f x t u x z t по формулам 

(36) – (38), получим задачи 
2

2 2

0 0 0 02
0

= ( ) ( , , ) , ( , ) , (0, ),
t

tt
u u k t u z d t z l

z
     

  
         

  (52) 

 
2

0 <0 0 =0 0
| 0; | = ( , ), ( , ) ,
t z

u u g t t    (53) 

 
0 0 0 =0

0

( ) ( , , ) | = ( ),
t

z
u k t u z d t

z
    

  
  

  
  (54) 

 
0 0 0 =

0

( ) ( , , ) | = 0,
t

z l
u k t u z d

z
   

  
  

  
  (55) 

 
2

2

1 1 0 12
0

= ( ) ( , , )
t

tt
u u k t u z d

z
    

  
        

  

2

2 20
01 0 2

0

( ) 2 ( , , ) ( , , ) , ( , ) , (0, ),
t u

i k t u z u z d t z l
z




        

 
       


 (56) 

 
2

1 <0 1 =0 1
| 0; | = ( , ), ( , ) ,
t z

u u g t t    (57) 

0

1 0 1 1 =0

0

( ) ( , , ) ( ) ( , , ) | = 0,
t

z

u
u k t u z d ik t t z d

z
       



    
      

   
  (58) 

0

1 0 1 1 =

0

( ) ( , , ) ( ) ( , , ) | = 0.
t

z l

u
u k t u z d ik t t z d

z
       



    
      

   
  (59) 

Имeют мeсто следующие тeорeмы: 
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Тeорeма 19.  Пусть  3

00
( , ) 0,2g t C l   и 

00
(0, ) = 0,g   

2

00
(0, ) = .

2
t

g


   

Тогда сущeствуeт eдинствeнноe рeшeниe обратной задачи (52)–( 55) 
3

0
( ) [0, 2 ]k t C l  для любого > 0.l   

Тeорeма 20. Пусть выполнeны условия:  3

00
( , ) 0,2 ,g t C l   

00
( 0, ) = 0,g   

2

00
' ( 0, ) =

2
g


   и  2

1
( 0, ) 0,2 ,g C l   

1
( 0, ) = 0,g 

1
' ( 0, ) = 0.g   Тогда сущeствуeт eдинствeнноe рeшeниe обратной задачи 

(56)– (59),   
2

1
( ) [0, 2 ],k t C l  для любого > 0.l    

В трeтьeм параграфe в области 
2={( , , ) : ( , ) , (0, )}x y t x t y l    

рассмотрим интeгро-диффeрeнциальноe уравнeниe  

 
0

= ( , ) ( ) ( , , ) ,
t

tt
u u p x y u m u x y t d       (60) 

с начальными и граничными условиями  

<0
| = 0,
t

u   (61) 

 
=0 =

| = ( ) ( ), | = 0,
y y y y l

u x t u   (62) 

 гдe ( , )p x y   коэффициeнт, характeризующий свойства срeды, в которой 

распространяeтся волновой процeсс; ( )m t   ядро, характeризующee память 

срeды; ( )    дeльта-функция Дирака, > 0l   заданноe фиксированноe число. 

В обратной задачe трeбуeтся найти функции ( , )( , (0, ))p x y x y l   и 

( )( > 0)m t t , входящие в (60), по имeющиeся дополнитeльной информации о 

рeшeнии прямой задачи (60)–( 62) , при = 0:y   

 ( ,0, ) = ( , ), , > 0.u x t f x t x t  (63) 

Прeдполагаeм, что ( , )p x y  слабо зависит от горизонтальной пeрeмeнной :x   

 
2

0 1
( , ) = ( ) ( ) ( ),p x y p y xp y O    (64) 

гдe    малый парамeтр. В дальнeйшeм будeм полагать,что в равeнствe (64) 

0 0
( ) > 0p z p  eсть извeстная вeличина. Далee, использую разложeния 

функций ( , ), ( , , )f x t u x z t по формулам (37) – (38), получим задачи 

2

0 0 0 0 0

0

= ( ) ( ) ( , , ) , (0, ), > 0,
t

tt yy
u u p u m u y t d y l t         (65) 

 
0 <0
| = 0,
t

u
0 =0 0 =

| = ( ), | = 0.
y y y y l

u t u  (66) 

 
0 0
( ,0, ) = ( , ).u t f t   (67) 

2

1 1 1 0 0 1 1

0

= ( ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , ) ,
t

tt yy
u u ip y u y t p u y t m u y t d


            (68) 

 
1 <0 1 =0 1 =
| = 0, | = 0, | = 0,
t y y y y l

u u u  (69) 
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1 =0 1
( , , ) | = ( , ).

y
u y t f t   (70) 

Тeорeма 21.   Пусть  2

00
( , ) 0,2f t C l   и 

00
( ,0) = 0,f 

2

0

00

( )
( ,0) = .

2
t

p
f





   Тогда обратная задача (65)–( 67) в области 

2
D  имeeт 

eдинствeнноe рeшeниe ( ) [0, 2 ],m t C l  при достаточно малых .l   

Тeорeма 22.  Пусть  *0,l l  и выполнeны условия  2

1
( , ) 0,2f t C l   и 

1 1
( ,0) = ( ,0) = 0,f f R    , 

0
u  и m являются рeшeнeм обратной задачи (65)–

(67). Тогда обратная задача (68)–(70) имeeт eдинствeнноe рeшeниe 

 1
( ) 0, .p y C l     

Решение многомерных обратных задач является достаточно сложной 

задачей и имеются лишь специальные случаи, для которых установлена 

однозначная разрешимость. В частности, разрешимость имеет место, если 

искомые функции относятся к классу функций непрерывных по одной из 

переменных и аналитических по другим переменным. Впервые В.Г. 

Романовым для решения многомерных обратных задач был применен метод 

шкал банаховых пространств аналитических функций, разработанный Л.В. 

Овсянниковым и Л. Ниренбергом. Четвертая глава диссертации называется 

“Многомерные обратные задачи для интегро-дифференциальных 

уравнений”.  В первом параграфе этой главы рассматривается локально-

краевая задача 

 1

0

= ( , . ) ( , , ) , ( , ) , > 0,
t

n

tt zz
u u u k t z x u z x d x t R z        (71) 

 1

<0 =0
0, = ( ) ( , ) ( ),( , ) .n

t z z
u u t f t x t x t R       (72) 

Здесь  оператор Лапласа по переменным  1 2
, , , = ,

n
x x x x  ( )t  

производная дельта- функции Дирака, ( )t функция Хевисайда, f  заданная 

гладкая функция. 

Предполагается, что ядро интегрального члена уравенния (71) имеет вид  

0
( , , ) = ( ) ( , )k t z x k t p z x , где 

0
( )k t  заданная функция. Обратная задача 

заключается в определении функции ( , )p z x , по известному дополнительному 

условию, относительно решения прямой задачи (71), (72)  

 1

=0
= ( ) ( , ) ( ),( , ) ,n

z
u t g t x t x t R      (73) 

где ( , )g t x  заданная достаточно гладкая функция. 

Вводится банахово пространство 
s

A  аналитических функций ( ),h x  x R  

для которых конечна норма  
=0

( ) = ( ) < .sup
!s

x r

s
h r D x














  Здесь > 0, > 0r s  

и 
1

1

=
n

n

D
x x









 
 ,  мультииндекс.  Параметр r  будет считаться 

фиксированным, а параметр s  рассматривается как переменный параметр. В 

дальнейшем, параметр r  будем опускать в обозначениях норм пространства 
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s
A . Шкала банаховых пространств ,

s
A > 0s , возникает, если изменить праметр 

s . Имеет место следующее свойство: если ( ) ,
s

h x A то ( )
s

h x A


 , для всех 

(0, ),s s  следовательно 
s s

A A


  если < .s s  Кроме того, если ( ) ,
s

h x A  то 

( )
s

D h x A


  для (0, ),s s  и справедливо неравенство  

 
4

, > > 0.
s s

h h s s
s s



 

 
  

Пусть   0
= , 0

T
D t z z t T t    , > 0T   некоторое, конечное 

фиксированное число и 
0

= .n

T t
D D R  

Определение. Функция = ( , , )w w t z x  называется принадлежащим классу 

 0
,

s T
C A D , если 

s
w A  для любых 

0
( , )

T
t z D , непрерывна в 

0T
D  как элемент 

пространства 
s

A  и, кроме того, удовлетворяет условию 
( , )

0

( , ) < .sup
s

t z D
T

w t z


  

Функция ( , , )u t z x как решение задачи (71), (72) имеет в окрестности 

характеристической поверхности =t z  следующую структуру:  
 ( , , ) = ( ) ( , , ) ( ),u t z x t z v t z x t z      

где ( , , )v t z x - функция непрерывная при переходе через поверхность = .t z  

Обратная задача (71) (73)  эквивалентна задаче определения функции 

( , )p z x  из следующих уравнений:  

0 0

0

= ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , , ) ,
t z

tt zz
v v v k t z p z x p z x k v t z x d  



       

=0 =0
= ( , ), = ( , ), > 0, ,n

z z z
v g x t v f x t t x R  

 
= 0

= 0, ,n

t z
u x R


   

где  ( , , ) = ( , , ) 0,0 < < , .nt z x D t z x t z t x R     Полученная задача сводится к 

решению следующих интегральных уравнений: 

 
1 1

( , , ) = ( , ) ( , ) ( , )
2 2

t z

t z

v t z x g t z x g t z x f x d 




      

  0 0

( , ) 0

1
, , ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , , ) ,

2 z t

v x k p x p x k v x d d d
 

            




 
      

 
 

 

(74) 

0
( , ) = ( , )p z x p z x   

0
00

2
(2 , , )

(0)

z
z

t
v z x

k
      

2 2'

0 00
( , ) (2 2 ) ( , ) ( ) (2 , , ) ,

z

t
p x k z p x k v z x d d



        


       (75) 

где  
2

0 02 =2

0 0

1 2
( , ) = ( 0, , ) = ( , ) ( , )

(0) (0)
tt t t z

d
p z x v z z x g t x f t x

k dz k
  . 

    
1 1

( , , ) = ( , ) ( , ) ( , ) ( ,
2 2

t t t
v t z x g t z x g t z x f t z x f t z x         

 0 0

0 0

1
( , , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , , )

2

z t z

v t z z k t z p x p x k v t z x d        


           
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0
( , , ) ( 2 ) ( , )v t z x k t z p x           


2

0

0

( , ) ( ) ( , , )
t z

p x k v t z x d d


      
 

     (76) 

Теорема 23. Пусть  1

0
( ) 0, ,k t C T  (0) 0k  и выполнены условия 

согласования  ( 0 , ) = 0 , ( 0 , ) = ( 0 , ) , ,n

t
g x g x f x x R    кроме того,  

   
0

( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ) ( , 0, ),
t t tt S

f t x g t x g t x f t x g t x C A T  

 0

0 0 0

max ( ),max(1, ) ( ), ( ) ,
2 2

tS S S

T R
g t f t g t

 
 

 
 

    
1

0

0 0

max ( ), ( ) (0) , 0, ,
4

t ttS S

R
f t g t k t T



   

0
R -известное положительное число. Тогда найдется такое 0,

2

T
a

 
 
 

, 

что для любого 
0

(0, )s s  в области  0
:= (( , , ) 0 ( ) ,

ST T
D t z s z a s s     

существует единственное решение системы уравнений (74)–(76) для 

которого  

  0
0 0

( , ) ( , ), ( , 0, ( ) ),
t S S

v v C A F p C A a s s    

  0 0
= ( , , ) ( , ) ,0 < < ( ) ,

T
F t z s t z D z a s s   

причем   0 0

0 0 0 2

0 0

( , ) , , .
( )

t t oS S S

R R
v v t z R v v p p

s s s s
     

 
 

Во втором параграфе этой главы рассматривается интегро-

дифференциальное уравнение в ограниченной  по переменной z области 

    , , : , 0, ,D x z t x R z l t R    : 

 
0

= ( , ) ( , , ) , , (0, ), ,
t

tt zz xx
u u u k x u x z t d x R z l t R         (77) 

с начальным и граничными условиями  

 
<0

| = 0,
t

u  (78) 

 
=0 =

| = ( ), | = 0.
z z z z l

u t u  (79) 

Обратная задача заключается в определении функции ( , ) ( ),k x t C   если 

относительно решения прямой задачи известна информация  

 ( ,0, ) = ( , ), 80u x t g x t  

где ( , )g x t  заданная гладкая функция, ={( , ) : , > 0}.x t x R t   Введем в 

рассмотрение функцию  
1

( , , ) = ( , , ) ( ) ( ) .
2

u x z t u x z t t z t z      Обратная 

задача сводиться к решению системы интегральных уравнений. 

Теорема 24. Пусть 
0 0

( ( , 0), ( , 0)) , ( , , ) ([0,2 ], )
t s t tt l s

g x g x A g g g C l A     

 
0 0 0

max{ ( ), ( ), ( )} , [0,2 ].
s t s tt s

g t g t g t R t l   

где > 0R   заданное число. Тогда найдется такое (0, )a l , что для любого 
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0
(0, ),s s  в области 

2 0
= {( , , ) :0 ( )}

sl
D x z t z a s s      существует 

единственное решение обратной задачи (77)-(80), для которого  

 
0

0 0
( ( , , ), ( , , )) ( , ), ( , ) ( ,[0, ( )])

t s s
u x z t u x z t C A F k x t C A a s s    

 
0 0

={( , , ) : ( , ) , 0 < < ( )}
l

F z t s z t D z a s s   

причем 0 0 0 2

0 0

( , ) ; ( , ) ; ( ) .
( )

t ts s s

R R
u u z t R u u z t k k z

s s s s
     

 
 

В третьем параграфе этой главы рассматривается подобная задача в 

случае, когда 
=0

| = ( , ),
z z

u x t  где ( , )x t заданная, достаточно гладкая 

функция.   

Теорема 25. Пусть 
0

| ( ,0) | > 0,x   
0

( ( , 0), ( , 0), ( , 0)) ,
t tt s

f x f x f x A      

 
0

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) ( ,[0,2 ],),
t tt ttt tttt t s

f x t f x t f x t f x t f x t C A l  

 
0

( ( , ), ( , ), ( , ), ( , )) ( ,[0,2 ],)
t tt ttt t s

x t x t x t x t C A l      

 
0

0 0 0 0 0
max{ ( ), ( ), ( ), ( ), ( )} , [0,2 ],

s t s tt s ttt s tttt s
f t f t f t f t f t R t l   

 где 
0

  и 
0

> 0R   заданные числа.  Тогда найдется такое (0, )a l , что для 

любого 
0

(0, )s s  в области 
2 0

= {( , , ) :0 ( )}
sl

B x z t z a s s      существует 

единственное решение обратной задачи, для которого 
0

( , , ) ( , ),
s

v x z t C A F  

 
0

0
( , ) ( ,[0, ( )])

s
k x z C A a s s  , 

2 0
={( , , ) : ( , ) , 0 < < ( )}F z t s z t G z a s s   

причем   

0

0 0 0

0

( , ) ; ( ) ,
s s

R
v v z t R k k z

s s
   


 

где 
0

1 1
= [ ( , ) ( , )] [ ( , ) ( , )] ( , )( ) ,

2 2
ttt ttt tt tt

v f x t z f x t z x t z x t z g x z z x z           

  0

2
= ( , ) ( , ) ( , ) .

( ,0)
xx tttt ttt

k g x z f x z x z
x




   
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

 В ходе исследований, представленных в диссертационной работе, были 

получены следующие результаты:  

 

1. Определены условия однозначной разрешимости и устойчивости 

одномерной обратной задачи нахождения ядра интеграла интегро-

дифференциального волнового уравнения, как в бесконечной так и в 

ограниченной по переменной х области, доказаны теоремы глобальной 

однозначной разрешимости обратной задачи, получены оценки 

устойчивости. 

2. Разработан подход, основанный на методе выделения особенностей, 

позволяющий получить теоремы глобальной однозначной разрешимости 

обратной задачи для уравнения вязкоупругости и для интегро-

дифференциального уравнения акустики.  

3. Доказаны теоремы глобальной однозначной разрешимости обратных 

задач для интегро – дифференциального уравнения в различных 

ограниченных областях, получены оценка устойчивости.  

4. Получены серии одномерных обратных задач для двумерных обратных 

задач уравнения вязкоупругости в случаe, когда ядро интегрального члена 

слабо зависит от пространственной переменной. Доказаны теоремы 

глобальной однозначной разрешимости этих обратных задач, получены 

оценки устойчивости. 

5. Задачи определения коэффициента и ядра интегро-дифференциального 

уравнения гиперболического типа сведена к исследованию двух обратных 

задач. Доказаны теоремы локальной однозначной разрешимости обратных 

задач. 

6. Разработан подход на основе метода шкал банаховых пространств и 

метода весовых норм, позволяющий получить теорему локальной 

однозначной разрешимости многомерной обратной задачи для интегро-

дифференциального уравнения гиперболического типа в случае, когда 

ядро интегрального члена разделяется на переменные. 

7. Доказаны теоремы локальной однозначной разрешимости многомерной 

обратной задачи для уравнения вязкоупругости, как с распределенными 

источниками данных, так и сосредоточенными. 
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The aim of the research work is to construct methods for solving one-

dimensional and multidimensional inverse problems for hyperbolic equations in 

viscoelastic media, as well as to study the uniqueness, stability and existence of 

solutions to these inverse problems. 

The subject of the research is one-dimensional and multidimensional inverse 

problems for integro-differential viscoelasticity equations in various fields. 

Scientific novelty of the research work is as follows: 

the global unique solvability of inverse problems of determining the memory 

kernel of a homogeneous and inhomogeneous integro-differential wave equation 

was proved and stability estimates are obtained; 

the global unique solvability of inverse problems for the viscoelasticity 

equation and for the integro-differential equation of acoustics with viscosity is 

proved; 

the unique solvability of direct and inverse problems for inhomogeneous 

integro-differential equation of hyperbolic type in various limited domains is 

proved; 

the global unique solvability of inverse problems for the viscoelasticity 

equation is proved in cases where the kernel of the integral term weakly depends on 

the spatial variable and stability estimates are obtained; 

the local unique solvability of the multidimensional inverse problem for the 

viscoelasticity equation is proved, both with distributed and concentrated data 

sources. 

Implementation of the research results. Based on the results obtained for 

dynamic equations of memory type of the elastic theory: 

study of the unique solvability and stability of a multidimensional inverse 

problem for a system of equations of isotropic viscoelasticity in the project 

“Mathematical modeling in sociology, geophysics and engineering sciences” for the 

period 01.01.2023-30.06.2023, registration number 122041100096-4 (Certificate of 

the Southern mathematical institute “Vladikavkaz Scientific Center of the Russian 

Academy of Sciences”, dated November 8, 2023). Fundamental research results 

made it possible to prove the solvability and stability theorems for a 

multidimensional inverse problem for a system of isotropic viscoelasticity 

equations. 

study of the solvability of nonlocal problems for third-order differential 

equations in the project “Development of modern methods for solving problems of 

mathematical physics and optimal control. Initial and spectral problems in a non-

classical formulation for partial differential equations of odd order and their 

applications" for the period 01/01/2017-12/31/2020, registration number OT-F-4-

(36+32) (Certificate of the National University of Uzbekistan dated November 13, 

2023). Using the results obtained, an integral representation of the solution to the 

nonlocal problem was obtained. 

study of the solvability of systems of dynamic equations of the hereditary 

theory of elasticity in the project “Thermodynamics of models of mathematical 

physics with an infinite set of states” for the period 01/01/2017-12/31/2020, 
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registration number OT-F4-02 (Certificate of Bukhara State University dated 

November 11, 2023). Using the results obtained, the unique solvability of the inverse 

problem of determining the memory function was proven. 

The structure and volume of the thesis. The thesis consists of an introduction, 

four chapters, conclusion and titles of used literature. The full volume of the thesis 

is 175 pages. 
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